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Resumen

El objetivo de este escrito es dar un esbozo general del trabajo que se ha hecho con
respecto a la reconstruccion de funciones a partir de sus proyecciones.

En el capitulo 1, se aborda la historia de la tomografia asi como la reconstruccién de
matrices. Se hace hincapiés en las matrices binarias, como los nonogramas, y la técnica
de reconstruccion algebraica.

En el capitulo 2 se da la definicién de la Transformada de Radon, se dan ejemplos y se
da un esbozo de la demostracién para obtener su inversa.

En el capitulo 3 se aborda el problema de obtener la transformada de Radon para cam-
pos vectoriales, asi como el método para obtener su inversa.

En el capitulo 4 se dan unos resultados para reconstruir funciones a partir de los valores
de sus integrales.

Palabras clave: ART, Campos Vectoriales, matices binarias, proyecciones, tomo-

grafia, transformada de Radon, nonogramas.
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1. Nonogramas y ART

1. Nonogramas y ART

Desde el invento de tomdégrafo se han hecho varias investigaciones para procesar de
manera eficiente las proyecciones generadas por el tomografo y de ellas recuperar la
imagen. A continuacién se expondra una breve historia del tomografo y su funciona-
miento, algunas formas en que se ha atacado este problema para algunos casos discretos
y continuos. En particular se revisaran algunos algoritmos para el caso en que el obje-
to que analiza es comparable a una matriz binaria. También se revisara la técnica de
reconstrucciéon algebraica (ART por sus siglas en inglés), y por ultimo se repasard la
Transformada de Radon.

1.1. Historia de la Tomografia

En 1967 mientras el grupo de rock The Beatles rompia marcas en ventas de discos con
la compania discografica Electro Musical Industries, EMI, un trabajador de esa misma
compania, Godfrey Hounsfield, empezaba a idear una maquina que pudiera distinguir
las distintas densidades de los tejidos del cuerpo. Aunque ya se tenia mas de 70 afios de
haberse descubierto los rayos X, Rontgen descubri6 los rayos X en 1895, a Hounsfield
le molestaba la limitacion de que con ellos solamente se podian ver los huesos y no la
compleja anatomia de los tejidos blandos como los musculos, tendones, vasos sanguineos
o nervios, con los rayos X se pierde la profundidad y por supuesto, la densidad.
Hounsfield tenia la idea de que podia obtener mayor informacién a partir de los mis-
mos rayos X tomando a una misma “rebanada”, corte transversal, del cuerpo varias
radiografias desde diferentes angulos y con ellas obtener una imagen que representara
las diferentes densidades de la parte estudiada.

Hounsfield fue ingeniero electréonico que estudid, gracias a una beca, en el Faraday
House Electrical Engineering College en Londres. Empezé a trabajar en EMI en 1951,
donde trabajé en radares, y armas guiadas. En 1958 dirigié un equipo de diseno que
construyé la primera computadora de transistores a ser construida en Gran Bretana,
el EMIDEC 1100. Luego se le ocurrié la idea crear lo que seria el EMI-Scanner y la
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técnica de Tomografia Axial Computarizada (TAC). [39]

Por otra parte los directivos de la EMI, conociendo lo voluble que suele ser el negocio de
la musica, aprovechando las utilidades que estaban teniendo con la venta de los discos
de The Beatles, y considerando la trayectoria de Godfrey Hounsfield, decidieron apoyar
el proyecto. [15] Cabe aclarar, como se escribié en parrafos anteriores, que EMI no era
una compania novata en la investigacion y desarrollo de la electronica, ya que en anos
anteriores habia desarrollado un sistema de television completamente electronico el cual
fue llamado Marconi-EMI system, habia hecho investigaciones sobre el sonido estereo,
habia desarrollado equipos de radar y misiles guiados. En 1958 realizé la EMIDEC
1100, que fue la primera computadora de transistores disponible en el Reino Unido,
bajo la direccién del mismo Godfrey Hounsfield.

El trabajo de Godfrey se inspiré en un par articulos de Allan McLeod Cormack. Cor-
mack fue un ingeniero electronico y fisico sudafricano, en 1956 se intereso en la tecno-
logia de los rayos X [65], lo que lo llevé a desarrollar fundamentos tedricos. Sus trabajos
fueron publicados en dos articulos en el Journal of Applied Physics en 1963 y 1964 bajo
el titulo “Representation of a Function by Its Line Integrals, with Some Radiological
Applications” v “Representation of a Function by Its Line Integrals, with Some Radio-
logical Applications 117 [17,18], (Representacién de funciones a partir de su integral de
linea, con algunas aplicaciones a la Radiologia).

Cormack, a su vez, se inspird en las investigaciones del matematico Johann Karl Au-
gust Radon. Radon naci6 en lo que actualmente es la Republica Checa en 1887 cerca
de Bohemia.

En una reunion en 1917 de la Sociedad Real de Fisica y Matematica de Sajonia, Ra-
don presenté su trabajo “Uber die Bestimmung von Funktionen durch ihre Integralwerte
langs gewisser Mannigfaltigkeiten” , (“Sobre la definicién de funciones por sus integrales
a lo largo de ciertos planos”) [59]. En este trabajo Radon resuelve el problema de re-
construir una funcién a partir de sus integrales de linea. Definié a lo que hoy se le llama
Transformada de Radon, la cual mapea una funcién en el conjunto de sus proyecciones.
Lo que se obtiene de una tomografia son proyecciones de la parte de una cuerpo, para
la reconstruir esa parte del cuerpo en una imagen basta aplicar la transformada inversa

de Radon.

Por la importancia de sus respectivos trabajos, Allan McLeod Cormack y Godfrey
Newbold Hounsfield obtuvieron de forma compartida el Premio Nobel de Fisiologia o
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Medicina en 1979. Durante el discurso de la presentacion del Premio Nobel de Fisiologia
o Medicina, a cargo del profesor Torgny Greitz, se coment6: “Previo al escaner, las ra-
diografias de la cabeza mostraban sélo los huesos del créaneo, pero el cerebro permanecia
como un area gris, cubierto por la neblina. Stibitamente la neblina se ha disipado” [34].

Figura 1-1.: Godfrey Newbold Hounsfield y Allan McLeod Cormack
Creadores del Tomografo Axial Computarizado. Ganadores del Premio Nobel en
Medicina o Fisiologia 1979
Imégenes de Nobel Foundation archive [53,54]

Las ventajas que tienen las imagenes por Tomomografia Computarizada es que son
exactas, no son invasivas y no provocan dolor, y sobretodo su capacidad de obtener
iméagenes de huesos, tejidos blandos y vasos sanguineos al mismo tiempo. Los examenes
por TAC son rapidos y sencillos. La desventaja es la posibilidad de cancer como conse-
cuencia de la exposicion excesiva a la radiacion.

En recuerdo y homenaje a Hounsfield, las unidades que definen las distintas densidades
de los tejidos estudiadas en las Tomografias Computarizadas se denominan unidades
Hounsfield.



1. Nonogramas y ART 1.2. Bosquejo del funcionamiento de las TAC

1.2. Bosquejo del funcionamiento de las TAC

Durante un escaneo por TAC, el paciente permanece recostado en una cama que se
mueve lentamente a través de fuente motorizada de rayos X que gira alrededor de una
abertura circular de una estructura en forma de dona llamada Gantry [12]. A diferencia
de las imagenes de rayos X que son proyectadas de manera perpendicular al plano, el
TAC mientras gira dispara haces angostos de rayos X al paciente. De esa forma los
tomdégrafos toman de miles de rayos X en diferentes direcciones de una “rebanada” del
cuerpo que se quiere estudiar. Los escaneres utilizan detectores digitales especiales de
rayos X, localizados directamente al lado opuesto de la fuente de rayos X. Cada vez que
la fuente de rayos X completa toda una rotacién, se procesan los datos. A cada rayo
se le compara su intensidad de envié con la intensidad con que se recibié en el otro
extremo. Con estos datos se reconstruye la “rebanada” y se almacena.

Se puede repetir el proceso anterior moviendo la cama hacia adelante en el Gantry. Lo
cual permitira tener otro “corte”.

La computadora puede desplegar las imagenes de los cortes en formas individuales o
amontonadas, para generar una imagen 3D del paciente que muestre el esqueleto, los
organos y los tejidos, asi como cualquier anormalidad que el médico esté tratando de
identificar. Este método tiene muchas ventajas, incluyendo la capacidad de rotar la ima-
gen 3D en el espacio o ver los cortes en sucesién, haciendo mas facil encontrar el lugar
exacto donde se puede localizar un problema [12]. A partir de varias imagenes transver-
sales (axiales) una computadora reconstruye una imagen bidimensional que permite ver
la seccion de estudio desde cualquier angulo. Los equipos modernos permiten incluso
hacer reconstrucciones tridimensionales.

1.3. Reconstruccion de matrices binarias

Se considera una matriz binaria de m x n, es decir, una matriz en donde sus entradas
son 0 o 1. Para cada renglén 7, 1 < i < m, se define h; como la suma de todas las
entradas del renglon i y se le llama la proyeccion del renglén .

Andlogamente, para cada columna j, 1 < j < n, se define v; como la suma de todas las
entradas de la columna j y se le llama proyeccién de la columna j.

Graficamente, se puede imaginar la matriz binaria como una imagen de m x n pixeles,
donde cada 1 de la matriz es un pixel negro y cada 0 de la matriz un pixel blanco. Las
proyeccion h; cuenta la cantidad de pixeles negros en el renglén ¢ y, analogamente, la
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proyeccion v; es la cantidad de pixeles negros en la columna j.

A partir de las proyecciones de los reglones y columnas se crean los vectores H =
{h1, hoy ..., hp} y V =A{vy, va, ..., v,}, respectivamente.

El problema a resolver es: Dados los vectores H y V' encontrar una matriz binaria
B = (b; ) tal que el vector de las proyecciones de sus renglones sea H y el vector de las
proyecciones de sus columnas sea V. Dicho de otra forma:

Sean H = {hy, ho, ..., hy} y V = {v1, v2, ..., v,}. Encontrar una matriz B = (b, ;),
B € M,, », que cumpla las siguientes condiciones simultaneamente:

bi; €{0, 1} (1-1)
Z b@j :hl (1-2)
j=1
> b =v; (1-3)
=1

Como ejemplo, tomemos los siguientes vectores proyeccion:
H=1(2,2,2,1)yV =(32,1,1) (1-4)

se tendrian las siguientes soluciones:

1117010 111700 111700 111700 111700 111700
1111010 111700 111700 1101110 110110 110(1]0
1101110 110]0]1 0j0]1]1 111700 110]0]1 0j1]0]1
0]010]1 0j]0|1]0 110(0]0 0]010]1 0(1|010 110(0]0
1117010 111700 111700 111700 111700 111700
011110 11001 1]1010]1 1101011 0j110]1 0j]0]1]1
1101011 111700 110(1]0 01|10 110110 111700
1101010 0j0|1]0 0(1]010 1101010 110100 110(0]0
1101110 11011]0 110(1]0 110710 110110 0j1]110
1111010 111700 111700 1101011 0j110]1 111700
1117010 110]0]1 0j]1]0]1 1117010 111700 1]1010]1
0]010]1 01|00 110(0]0 011010 110100 110(0]0
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ojry1jo0yyy12jofoj1ryj1jo0yo0j1ryj1rj0j0f{1jj1j0j0j1yj{1y0j0/|1
rjo0(0f{1yfj12y1j0jo0yfj1ryrjo0y104jj1yrjo0joj{ry0f{1ry0}jo0f1{1/0
i1j1ry0{0fj2y1j0j0¢fj{1ry0}1y0}jj{0Of1}1|04}{1ry1{040}|j1{1{0(0
trjo0(0{o0fjo0oy0}1j0¢fj0|240104}|{1240j0j04}{0f1{010}|1(0]0|0
oj1ry0}1j0j1(0}|1({010]1|1
rj1r(0{of{1y0}140}|1(1]0(0
1jo0(1{0f{1y1j010}|1(1]0]O0
110(0(0({110j0J0}]|1[0]|0|O0

Uno de los principales problemas en la reconstruccién de una matriz binaria a par-
tir de su par de proyecciones de columnas y renglones es, como se vio en el ejemplo
anterior, que puede tener varias soluciones, en particular, si H y V pertenecen a N",
H=V=(1,1,..., 1) tiene n! soluciones.

Cuando la matriz binaria acepta varias soluciones con sus proyecciones se dice que es
ambigua. Para eliminar la ambigiiedad o reducir la cantidad de soluciones, varios auto-
res, como Kuba, Baldzs, Woeginger y Batenburg [5,10,30,48] han impuesto restricciones
al tipo de soluciones esperadas. Las restricciones a las cuales se refieren son principal-
mente conexidad, convexidad, las cuales se trataran a continuacion.

Se dice que una matriz binaria es horizontalmente convera (verticalmente conveza, ),
si todas las celdas color negro, es decir todas las celdas que tienen un 1 en un rengléon
(columna) son contiguas. Se simboliza como h-convexa (v-convexa).

Formalmente se puede escribir lo anterior de la siguiente forma:

B = (b;;) es h-convexa < b;, = b, = 1,r < s implica b;; = 1Vr <t <s.

B = (b;;) es v-convexa < b, ; = b, ; = 1,r < s implica b, ; = 1Vr <t <s.

Las soluciones para los vectores proyeccion 1-4 que son h-convezras son:

[=1N Y Nl Neanl
ol—|olo
e el =l
Ol
el el Rl R =)
Ol |O

[en) Nen) Reawj ol
oo o

(==} Nenl ol Nen]

oo =Oo

= O ==
OO =] =

Las soluciones para los vectores proyeccion 1-4 que son v-converas son:
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i1jtry0(0fj2y170f|0¢fj2jo0(1j0yfj{2ry0}1j0}j0|1{1|y0}(|{110j0/|1
rj1ry0{o0fj1y170j0¢j{1yrj0104}j{1y0j0}j14}{1y1{040}|1(170/0
i1jo0(1{0fj2y0j0j1yfj{2y1rj0|104jj{2yrjo0j0}{1ry0j0f1r}yj1r{1{0(0
o(joyjoj1y40jo0frjojjo0joyo0fj1yj0j1ryo0jofj1jy0j0j0fj0j011]|0
rjo(oj1ryjoyrjoy1rjjo0jof11
1jo0(1j0f({1y1{010}|1]1]0|0
rj1ry0jo({1ry0{140}|1}1]0(0
0j(1{0j0|(1{0{0j0O]1|0]0]0

A una matriz binaria simple se le llama hv-convezxa si es h-conexo e v-conexo.
La tnica solucién para los vectores proyeccion 1-4 que es hv-conexa es:

=== o

SOOI
O|Oo|OoO| -

OO

Kuba en [47] realiz6 una heuristica para resolver matrices binarias hv-convexas. Por su
parte Barcucci [8] demostrd que el resolver h-convexa, v-convexa era N P — completo y
Woeginger [30] demostré que hv-convexa era también NP — completo.

Consideremos dos celdas de la matriz binaria B, P = b;, ;, v Q@ = b, ,, la distan-
cia entre la celda P y la celda () se define como

1P = Qll = V/(ir = i2)? + (j1 — j2)? (1-5)

Se dice que dos celdas son 4-adyacentes si [P — Q| < 1y se dice que dos celdas son
8-adyacentes si ||P — Q|| < v/2. La primera de estas dos definiciones se refieren a que
dos celdas en una matriz son adyacentes si tienen una arista en comun, es decir, si estan
“pegadas” y una de ellas esta a la derecha o abajo de la otra. La segunda definicion se
refiere a las celdas que comparten al menos un vértice, es decir, una celda puede ser
adyacente a lo mas a ocho celdas.

Una trayectoria 4-conexa (8-conexa) es una sucesién de celdas negras By, By, ..., B,
donde la celda By es 4-conexa (8-conexa) con By_1sik=1,2,..., p.

Una matriz binaria es 4-conexa (8-conexa), si cualquier para de celdas Sy T existe una
trayectoria 4-conexa (8-conexa) entre ellas.
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Para la proyecciones 1-4 no hay soluciones 4-conexas, sin embargo existen 14 soluciones
8-conexas que son:

111]10]0 171100 111700 111700 111700 111700
1111010 11011]0 110(1]0 01|10 11001 1]1010]1
1101110 11001 0]1]0]1 11001 110110 0j1]110
0]0]0]1 0]1](01]0 11000 110010 01010 11000
1111010 171100 11010 0j1]{1]0 110101 110011
011011 0|0 |1]1 0]1]0]1 11001 110110 0j1]110
110|110 111700 111700 1111010 111700 111700
1101010 110100 110(0]0 110700 071|010 110100
0)j]1]0]1 0[0]1]1
110|110 111700
111]0]0 111]10|0
1101010 110100

A las matrices binarias que son 4-conexas se les suele llamar poliminé , si ademas
se agrega la propiedad de ser h-convexa, v-convexa o hv-convexa al poliminé se le lla-
ma poliminé h-convexo, poliminé v-convexo o polinmind hv-convexo respectivamente.
Barucci, Del Lugo Nivat y Pinzani [8] demostraron que para poliminé h-convexos y
poliminé v-convexos el problema es NP-completo, sin embargo, para un poliminé hv-
convexo la complejidad es P.

En caso de que no se le pidan condiciones al polimin, Woeginger [30] demostré que el
problema es NP-completo.

1.4. Técnica de reconstruccion algebraica

Ahora se estudiara el caso para reconstruir una imagen cuando el cuerpo estudiado tenga
densidades con nimeros reales via el método algebraico ART (Algebraic Reconstruction
Technique). Para esta parte fueron tomadas ideas de [2]. Este método fue usado por
primera vez por Richard Gordon y Gabor T. Herman [32,38].

Los tomografos son construidos a partir de miles de rayos X delgados, después de pasar
por el cuerpo, la intensidad de los rayos son medidos y estas medidas son retransmitidas
a una computadora para ser procesadas.

Para reconstruir el cuerpo en estudio a partir de las medidas tomadas, el cuerpo se
divide en varios pixeles cuadrados numerados del 1 al N, siendo el objetivo medir la
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densidad de cada pixel. Después de medir la densidad, se reproduce en un monitor con

intensidades de grises dependiendo de la densidad del pixel.

Los fotones del rayo X son absorbidos por el tejido en razén proporcional a la densidad

del tejido. La densidad del pixel i-ésimo, simbolizado por §;, y se simbolizard x; = In(d;):
cantidad de fotones que salen del pixel ¢

0 = x; = In(9;
* cantidad de fotones que entran al pixel i’ g (6:)

Suponga que un rayo X pasa por los pixeles 1, 2,...n, en ese orden. Ademas sea E; la
cantidad de fotones que entran al pixel 7, y sea S; a la cantidad de fotones que salen

del pixel i.
La cantidad de fotones que salen en un pixel es igual a la cantidad de pixeles que en-
tran en el siguiente pixel, es decir S; = E; 1, Vi € {1, 2 ..., n—1}. Con esto se obtiene:
zn:xk zzn:ln (0;) = Y In (&) = 2": (In(Sk) — In(Ek))
k=1 k=1 k=1 B k=1

=(In(S1) — In(E1)) 4+ (In(S2) — In(Ey)) + ... (In(S,,) — In(E,))
= (In(Fs) —In(E})) + (In(E3) — In(Ey)) + ... (In(S,) — In(E,))

=1In(S,) — In(E,) = In (2—’:)

éxk =In (%) (1_6)

Laigualdad 1-6 es bastante atractiva, ya que la suma de los logaritmos de las densidades
queda determinada por solamente dos datos: cantidad de fotones que entran al primer
pixel y la cantidad de fotones que salen del 1ltimo pixel.

Por otra parte se define

ai

a2 1, sielrayo i pasa por el pixel j
0, en otro caso

am

10
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Con lo anterior, si hay m rayos y n pixeles se define el sistema de ecuaciones:

a1 + a12T9 + -+ ATy = bl

A21T1 + Q22X + * ++ + AopTy = b2 (1 8)

Am1T1 + A2l + -+ + Gpp Ty = bm

Siendo

> Fotones que salen del ultimo pixel con el rayo i
bi = E ik Tk, bi =In : : -
— Fotones que entran al primer pixel con el rayo i

Como ejemplo considere una matriz con cuatro pixeles aq, as, ag y a4, cuyas densidades
son 01 = 0.8, 95 = 0.5, 03 = 0.2 y 4, = 0.1, respectivamente, pero que un principio estos
valores son desconocidos.

ap | as 0.8 | 0.5
as | Ay 0.2 0.1

Imagine que se lanzan cuatro rayos con 100 fotones de la siguiente manera:
El primero pasa por a; y as, por lo que saldrian 100 x 0.8 x 0.5 = 40 fotones.
El segundo pasa por ag y a4, por lo que saldrian 100 x 0.2 x 0.1 = 2 fotones.
El tercero pasa por a; y a3 por lo que saldrian 100 x 0.8 x 0.2 = 16 fotones.
El cuarto pasa por as y as, por lo que saldrian 100 x 0.5 x 0.2 = 10 fotones.
Por lo que el sistema de ecuaciones quedaria:

T+ T9 + O$3 + OII?4 = In (%) 1+ Ty = In (%)
Ox1 +0x3+23+24 = In (%) N rs+x4 = In (%) (1-9)
1+ 0x9+23+0xs = In (%) r1+x3 = In (%)
O.CEl + i) + T3 + 0334 = In (%) T + r3 = In (%)

El sistema anterior tiene como solucién:

4 1 1
x1:1n<g>,x2:ln(§),x3:ln(g),

por lo tanto 6; = 0.8, 9, = 0.5, 43 = 0.2, 64, = 0.1.

&
N

|
=3

(

iy
~——

11



1. Nonogramas y ART 1.4. Técnica de reconstruccion algebraica

Cabe recalcar que a partir de los dos datos por rayo enviado, la cantidad de fotones que
entran al primer pixel y la cantidad de fotones que salen del ltimo pixel, se pudieron
recuperar las densidades de todos los pixeles.

Debido a errores de medicion, es muy dificil que el sistema dé una soluciéon exacta
de las densidades de los pixeles, por lo cual se aplica un algoritmo de aproximacién pu-
blicado en 1937 por el matemético polaco Stefan Kaczmarz con el titulo Angendherte
Auflosung von Systemen linearer Gleichungen [43] (Resolucién aproximada de sistemas
de ecuaciones lineales), a dicho algoritmo se le da actualmente el nombre de Método
Kaczmarz. En la tesis Jason Peter Stockmann [62] se puede leer traducido al inglés el
articulo de Kaczmarz.

Algoritmo

» Escoge un punto en z} € R™. Escoge un entero positivo q, la cantidad de veces
que se va a hacer la aproximacién.

= for p:=1to qdo

begin
for k:=1 to M do
by —aT 2P
o = ol + B,

xépﬂ) = :L’gf})
end;

La implementacion de este algoritmo en C se puede ver en la parte de anexos en la
seccion  A.

Es claro que el sistema de ecuaciones lineales son las ecuaciones de hiperplanos en
R™. Sean estos IIy,Ils,...,II,,. El algoritmo pide que escojamos cualquier punto en
Py € R™, con este punto se calcula la proyeccion P, de Fy en IIy, luego se calcula la
proyeccion P, de P en Il,, y asi sucesivamente hasta obtener m puntos. Se repite el
proceso cuantas veces queramos escogiendo como Fy, para los siguientes ciclos, P,,.

Se puede demostrar que si el espacio generado por {ai,as,...,a,} es R™ el algorit-

mo siempre converge a los mismos puntos {xgq),azéq), o ,:U,(ﬁ)} en R" sin importar el

punto inicial 2z} € R", ademds x,(f) e Il.

1o . ., b —alz?)
Por tdltimo se hara la demostracién de que :El(Cp ) = m,(gp )1 4 Ekoked

” P Ok €s la proyec-

12



1. Nonogramas y ART 1.4. Técnica de reconstruccion algebraica

cion de a:gi) , sobre el hiperplano IIj.

Proposicién: Sea P = (p1,ps,...,p,) v II el hiperplano Y, a;z; = b, entonces la

proyeccién de P sobre IT esta dada por Q = (21,2, ..., 2,) donde x; = biTa‘TZPai + i

Demostracion. La proyeccion () de P sobre II se puede definir como el punto en IT mas
cercano a P.

Se usara multiplicadores de Lagrange para obtener Q).

La funcién a minimizar sera el cuadrado de la distancia de un punto a P:

n

D(xy,x9,...,2,) = Z(xl — P,)? bajo la condicién Zaixi =0

k=1 k=1
oD 0l A
= :>2xi—i:)\ai:>xi:—ai+i:>
9%, or (z: — pi) 54t P
n A i\ n n b ni AP
b= ap(Sar+p) =5 ai+ Y ap = A =2 X;kal R
k=1 2 2 k=1 1 D k1 OF
b—> k1 akPk
2= b—>7 ,a b—a-P
1y =T g g — anzl Qkpk a+pi=—"7F—0+p
2 > ko1 G, |al
a1 P
. . . az P2 . .
Sisesimbolizaa=| | yP= ]| " |, se obtiene z; = & |;|L§Pai 1 p;
am Pm

]

Se sabe que para resolver un sistema lineal de ecuaciones con n incégnitas al n incognitas
se necesitan alrededor de n® operaciones, sin embargo, por ser la matriz asociada al
sistema de ecuaciones rala, la complejidad computacional se puede reducir de manera
considerable.

13



2. Transformada de Radon

2. Transformada de Radon

En esta seccion se dara un breve resumen de los resultados obtenidos de la Transforma-
da de Radon. Para ello, primero se dara una idea intuitiva de su significado y luego se
haran algunos ejemplos para luego dar la definicién formal y algunas de sus propiedades.

2.1. Idea intuitiva

Los tomégrafos trabajan lanzando rayos X a una porcién del cuerpo y tienen un receptor
que recibe los rayos después de atravesar la porcién. En funcion de las densidades de la
parte del cuerpo que atraviese el rayo, este se descompondra y sera lo que el receptor
obtenga y con lo cual se crean las imagenes.

Los elementos involucrados en el proceso anterior pueden ser interpretados como entes
matematicos de la siguiente forma: Cada rayo es una recta [, la porciéon del cuerpo es
un conjunto en el plano E. Cada punto (z, y) € E tiene una densidad F(z, y), y lo
que obtiene el receptor es un nimero real r. Por lo anterior, el proceso se puede pensar
como una transformacion T cuyo dominio son rectas, que al aplicarlas a F' sobre F, da
por resultado r:

T (Fe()=r

Por otra parte, una recta esta representada biunivocamente mediante una ecuaciéon la
forma x cos(f) + ysen(6) = p, es decir, por cada pareja (p,#) hay una sola recta, y por
cada recta hay un tnica pareja (p, ). Por lo anterior en lugar de pensar en una recta,
se puede pensar en una pareja (p,6):

T (Fg(p,0)) =1 (2-1)
En resumen, el proceso tomografico se puede pensar como una funcién del tipo 2-1, y

la Transformada de Radon es precisamente una funcién de ese tipo, la cual se detallara
mas adelante, por lo cual su importancia en este texto.

14



2. Transformada de Radon 2.2. Transformada de Radon de una circunferencia

2.2. Transformada de Radon de una circunferencia

Dada la recta x cos(6) + ysen(f) = p, ;cudl es la longitud de la secante que corta esta
recta a la circunferencia (x — h)? 4+ y? = 17

Lo anterior es una clara muestra de una transformada de Radon, donde E es la circun-
ferencia, y la regla de correspondencia de F' es la longitud de la secante que corta esta
recta a la circunferencia.

A continuacién se resolvera el problema usando geometria bésica.

Para simplificar se expresa la recta de la forma

_ _ __r _
y=max+b, m=—cot(f), b sen(0) pesc(d)

Sean P, = (x1, y1) y P> = (72, y2) los puntos en donde se interceptan la recta y la
circunferencia. Entonces la longitud de la cuerda P P, es:

|PLPy| = /(2 — 21)2 + (2 — 91)? = /(2 — 21)% + (may + b — (may +b))?
= /(22 — 21)2 + (mxy — ma1)2 = /(22 — 21)2 + (2 — 21)2m?
= |zg — 21 |V1 4+ m2 = |z5 — 21]1/1 + cot?(a)
= |2 — x| - [ ese(a))| (2-2)

Si una circunferencia esta centrada en el punto (h, k) y tiene radio r el valor de z; y
2o esta dado por la férmula

_ h+km—bm+E
B 1+ m?

, E=1r*(1+m?*) — (k—mh —b)?

T1,2

La cual, sustituyendo con los valores que se tienen, k = 0, r = 1, m = —cot(f), b =
pcsc(f) queda la ecuacion.

h + beot(0) £ /€
1 + cot?(0)

T1 = — hsen?() 4 pcos(f) £ sen?(0)+/¢,

¢ =1+ cot?(6) — (cot()h — pesc())?

15



2. Transformada de Radon 2.2. Transformada de Radon de una circunferencia

Por lo cual:

2vE | | 2vE |, o
1+ cot?(9) ’ | esc2(6) ‘ = 2sen’(0) /¢ (2:3)

¢ =1+ cot?(6) — (cot(6)h — pesc(h))?
= 0802(9) — csc?(6)(cos(B)h — p)?

esc®(0) (1 — (cos(6)h — p)?)
= CSCQ(Q)( — (cos(9)h — p)?)
(0)

€ = | esc(0)]/r2 = (cos(0)h — p)? (2-4)

Sustituyendo la ecuacién 2-4 en la ecuacion 2-3:

[Ty — 1] I‘

|2y — 21| = 2sen?(0)1/€ = 2sen?(0)| csc(0)|/72 — (cos(0)h — p)?
|29 — 21| = 2| sen(B)[\/72 — (cos(f)h — p)? (2-5)

Sustituyendo la ecuacién 2-5 en la ecuacion 2-2:
|PLBo| = |zg — @] - [ esc(0)]
= 2| sen(f \\/7‘2 (cos(@)h — p)? - | esc(6)]
= 24/1r2 — (cos(B)h — p)

En conclusion, la longitud de la cuerda viene dada por la siguiente funcion:

F(0, p) =

{2\/7“2 (cos(@)h —p)? sir >|cos(0)h — p| (2:6)

sir < |cos(f)h — p|

En la figura 2-1 se esquematiza la funciéon F(6, p) para h = 0, 0.5, 1, 2. A ese tipo
de imagenes se le suele llama senogramas. Un problema anélogo al anterior para un
cuadrado de lado 2, con lados paralelos a los ejes y centro en (h, 0), h = 0, 0.5, 1, 2,
daria por resultado las imagenes de la figura 2-2.

Por dltimo, en las figuras 2-4 se presentan las graficas de la funciéon aplicada a un
tridngulo equilatero de lado 2, con un lado paralelo al eje Y, sus vértices son A =
(h,0), B = (h+ V3, 1) y C = (h+ V3, —1), h = —V/3, _23‘/5, 0, 1, en los tres pri-

meros el origen corresponde al punto medio de un cateto, al centroide y a un vértice,

respectivamente, ver la figura 2-3.
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2. Transformada de Radon 2.3. Transformada de Radon de F' en una circunferencia

-TT -T2 8] mi2 ™ -TT -l 2 8] miz2 ™

Figura 2-1.: Senograma de la transformada de (z — h)* +y*> =1 para h =0, 0.5, 1, 2

2.3. Transformada de Radon de I en una
circunferencia

Se obtendra la féormula explicita de la transformada de Radon para una funcién definida
en una circunferencia.

Considérese la recta L(6,p), Py y P los punto de interseccién de L con la circunferencia
(r—h)*+y? = 1, entonces una parametrizacién de L es y(t) = (Po— P))t+ Py, t € [0,1],
entonces |y (t)| = | P, — P1|, por lo tanto

R{f}(p,0) / £ (/1)) [Py — Pyt

Ahora se encontrara explicitamente el valor de |P, — P;| y de ~(t).
Por 2-6 |P, — Pi| = 24/1 — cos(@)h p)? ) Sean P1 (x1,11) y Po = (22,92)
z12 = hsen®(0) + pcos(d) + | sen(f)|y/1 — (cos(f)h — p)2. Se puede suponer que

Ti12 = hsenz(e) + pcos(6) £ sen(d \/1 — (cos(B)h — p)?

17



2. Transformada de Radon 2.3. Transformada de Radon de F' en una circunferencia

2V2
27

24

21

Figura 2-2.: Senograma de la transformada de un cuadrado de lado 2, con lados para-
lelos a los ejes y centro en (h, 0), h =0, 0.5, 1, 2

p— [— f— p =
y=max+b, m=—cot(f), b sen(0) pcsc(f)
Como y = mz + b, m = —cot(d), b = ] = pesc(h),

Y12 = — cot(0) (h sen?() + pcos(f) £ sen(6)y/1 — (cos(0)h — p)2> + pesc(f)

= — hsen(#) cos(#) — pcos() cot(A) F cos(8)y/1 — (cos(8)h — p)2 + pesc(h)
— — hsen(6) cos(#) + psen(f) F cos(h)y/1 — (cos(h)h — p)2

2

= P,—P; = 2,/1 — (cos(0)h — p)2 (—sen(d), cos(0))

{xz — 21 = —2sen(0)+/1 — (cos(6)h — p)

Y2 — y1 = 2cos(6)+/1 — (cos()h — p)2

(t) = {—2\/1 — (cos(0)h — p)? sen(6)t + hsen®(0) + pcos() + sen(d \/1 — (cos(@)h — ]0)2
2¢/1 — (cos(0)h — p)2 cos(A)t — hsen(8) cos(0) + psen(d) — cos(0)+/1 — (cos(9)h — p)?
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2. Transformada de Radon 2.4. Definicién de la Transformada de Radon

AT A
* T

Figura 2-3.: Tridngulos a los cuales se les aplicé la transformada

A

1.31

2.1-|
o .
n iz o moan o.miz 0 mi2 n

Figura 2-4.: Senogramas de la transformadas del los triangulos de la figura 2-3

2.4. Definicion de la Transformada de Radon
La Transformada de Radon de f se define integrando a lo largo de las rectas:

/OO /OO f(z,y)d(cos(0)x + sen(f)y — p)dxdy, §(x) = delta de Dirac. (2-7)

La transformada de Radon de f se simboliza como f o como R(f).

Una forma equivalente de escribir la ecuacién 2-7 es expresando la ecuacién de la recta
cos(f)x + sen(f)y = p en su forma paramétrica.

Como el punto (pcos(f), psen(f)) pertenece a la recta y (—sen(6), cos(f)) es un vector
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2. Transformada de Radon 2.5. Ejemplos de Transformadas de Radon

direccion de la recta, una ecuacion paramétrica es:

teR

{x = pcos(f) — tsen(0)

y = psen(d) + t cos(0)

Por lo cual, la transformada de Radon puede quedar expresada de la siguiente forma:

R{f(p,0)} = /_Oo f(pcos(f) — tsen(d), psen(d) + t cos()) dt (2-8)

Lo que se obtiene por cada recta es el drea que esta bajo f(x,y) y sobre la recta x cos(6)+
ysen(f) = p. Como cada recta queda definida biunivocamente por la coordenada (6, p),
se obtiene es una funcién de R? — R.

En el caso particular f(z,y) = xg(z,y)', E C R? f(p,#) es la longitud de la interseccién
del conjunto E y la recta x cos(f) + ysen(d) = p, (lo que realizé en la seccién anterior),
entonces por la ecuacién 2-6, si E es el circulo de centro (h,0) de radio r

3 2y/r? — (cos(@)h — p)? sir >|cos(@)h —p
oo, 6) {¢ ) [cos(0)h —p

sir < |cos(8)h — p

2.5. Ejemplos de Transformadas de Radon

= Considere la funcién f: R* — R dada por f(z,y) = e~ "%
x(t) = tsen() + pcos(0)

Sea A : x cos(f)+ysen(f) = p, con la parametrizacion:
®) ) y(t) = —tcos(f) + psen(h)

2'(t) = sen(6
Entonces: (®) (6) = /sen?(f) + cos2(d) = 1
y'(t) = — cos(f)
t)) —e —(tsen(0)+pcos(0))2—(—t cos(0)+psen(h))>? _ 67t27p2

%,
| 3

/ fds = / e PPt = eV / et = e P\ 1 =

1y 4 es la funcién caracteristica, xa(x,y) = {



2. Transformada de Radon 2.5. Ejemplos de Transformadas de Radon

(1—a2?2—yH) 1t siaz?+y2 <1
0 siz?+y?>1
x(t) = tsen(f) + pcos(f)
y(t) = —tcos(f) + psen(h)

» Sea la funcién f:R? = Ry A > 1, f(z,y) = {

Seay : x cos(f)+ysen(h) = p, con la parametrizacion: {

2'(t) = sen(h)

"(t)] = /sen?(0) 4+ cos?(A) = 1
= 0] = VR )

Entonces: {

1—p? =) sia?+9% <1
224yt =pr 42 = Fz(t),yt) = {( p ) Y

0 siz?+y?>1

2

[as= [ s = [ jiu e

1—p?

Aplicando el hecho de que:

/ (@) M d= B (% )\) (2-9)

—a

de la integral anterior se obtiene:

/Vfds (Vi) (%A) = (1-p)" FF<_
=(1- p2)A—% VaL(A

I'(A+1)

La demostracion de 2-9 se puede leer en los anexos C-6.

1 si —1<z,y<1
» Considere la funcién f: R* = R, f(z,y) = ==
0 en cualquier otro caso

Sif0=2k keZ, f(p,o) =2

Considérese ahora 0 # Zk.

Larecta x cos(f)+ysen(f) = p puede cortar el perimetro en cuatro tipos diferentes
de puntos, dependiendo del lado al cual pertenezca:

e Tipo 1: Cortalarectax = —1 = y = pesc(f)+cot (), [p+cos(0)| < |sen(h)].
e Tipo 2: Corta la recta x = 1 = y = pcsc(d) — cot(0), |p — cos(0)| < |sen(h)].
e Tipo 3: Cortalarectay = —1 = x = psec(f)+tan(d), [p+sen(d)| < | cos()|.
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2. Transformada de Radon 2.5. Ejemplos de Transformadas de Radon

e Tipo 4: Corta la rectay = 1 = x = psec(d) —tan(d), |p —sen(d)| < | cos(f)|.

Por lo anterior puede haber seis diferentes segmentos, dependiendo de los lugares

en que se encuentren sus extremos. A continuacién se obtienen la longitud de esos
segmentos:

e Punto del Tipo 1 con punto del Tipo 2:

Distancia de (—1,pcsc(0) + cot(8) a (1, pesc(f) — cot(6))
4 + 4cot?(0) = 2| csc(6)]

e Punto del Tipo 1 con punto del Tipo 3:
Distancia de (—1,pcsc(6) + cot(6)) a (psec(0) + tan(d),—1)

Vv (psec(6) + tan(0) + 1)2 + (pesc(6) + cot () + 1)2
= (p*sec?(0) + tan®(0) + 1 + 2psec(d) tan(d) + 2psec(d) + 2 tan(6)
)

+ p? esc®() + cot?(0) + 1 + 2p cse(f) cot(6) + 2p esc(8) + 2 cot(6))
= (p*sec?(0) csc®(0) + sec?(0) + csc? ()

N|=

D=

+2psec?(6) csc(0) + 2psec(f) csc®(0) + 2 sec(f) esc(6))
=|psec(d) csc(f) + sec(f) + csc(0)]

e Punto del Tipo 1 con punto del Tipo 4:
Distancia de (—1, pcsc(0) 4 cot(6)) a (psec(d) — tan(6), 1)

Vv (psec(6) — tan(f) + 1)2 + (pcsc(f) + cot(d) — 1)2
= (p*sec?(0) + tan®(0) + 1 — 2psec(6) tan(6) + 2psec(d) — 2 tan(h)+
p° esc®(0) + cot?(0) + 1 + 2pese(f) cot(0) — 2p esce(f) — 2 cot(6))
= (p*sec?(0) csc®(0) + sec?(0) + csc?(6) — 2psec?(6) csc(0)
+2p csc?(6) sec() — 2sec(d) csc(f )%
= |psec(0) csc(f) — sec(8) + csc(0)|

N|=
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2. Transformada de Radon 2.5. Ejemplos de Transformadas de Radon

e Punto del Tipo 2 con punto del Tipo 3:
Distancia de (1, pcsc(f) — cot(#) a (psec(f) + tan(), —1).

V (psec(d) + tan(h) — 1)2 4 (pesc(d) — cot(6) + 1)2

= (p*sec?(0) + tan®(f) + 1 + 2psec(d) tan(d) — 2psec(d) — 2 tan(f)
+ p? esc®() 4 cot®(8) + 1 — 2pesc(f) cot(F) + 2p esc() — 2 cot(6))
= (p* sec?(0) csc®(8) + sec?(8) + csc?(0)
+2psec®(6) csc(d) — 2psec(d) esc®(0) — 2sec(h) csc(6))

=|psec(f) csc(0) + sec(d) — csc(d)]

I

N

e Punto del Tipo 2 con punto del Tipo 4:
Distancia de (1, pcsc(0) — cot(0)) a (psec(d) — tan(d),1).

V (psec(0) — tan(0) — 1)2 4 (pcsc(d) — cot(h) — 1)2
= (p*sec?(0) + tan®(f) + 1 — 2psec(d) tan(d) — 2psec(d) + 2 tan(6)

+ p? esc®() + cot®(0) + 1 — 2pesc(f) cot(0) — 2p ese(f) + 2 cot(6))
= (p*sec?(0) csc®(8) + sec?(0) + csc?(0)

—2psec?(6) csc(d) — 2psec(f) csc?(6) + 2sec(6) esc(6))
=[psec(f) csc(f) — sec(0) — csc(0)|

[N

[NIES

e Punto del Tipo 3 con punto del Tipo 4:
Distancia de (psec(f) + tan(6), —1) a (psec(d) — tan(f), 1)

V(2tan(0))2 4 22 =4 /4 tan?(0) + 4 = 2| sec(d)|

Resumiendo, f(, p), esta definida como:
(

2 Si0<p<lyf=0,+8 7

2] cse(6)] Si [p -+ cos(8)] < |sen(8)] y |p — cos(6)] < | sen(6)|

|psec(f) csc(0) + sec(f) + csc(f)|  si [p+ cos(0)| < |sen(f)| y |p + sen(f)| < |cos(9)]

|psec(0) csc(0) — sec(f) + csc(0)|  si [p+ cos(f)] < |sen(d)| y |p —sen(0)| < |cos(6)]

|psec(0) csc(0) + sec(f) — csc(0)| si [p — cos(0)| < |sen(f)| y |p+ sen()| < |cos(0)]

|psec(0) csc(f) — sec(f) — csc(0)| si [p — cos(0)| < |sen(f)| y |p —sen(0)| < |cos(0)]
2| sec(0)] st [p+sen(6)] < [cos(0)| y |p —sen(0)] < |cos(6)]
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2.6. Propiedades basicas de la Transformada de Radon

Sea ~(t) = {x(t) =peos(6) —tsen(0) )] = 1

y(t) = psen() + t cos(h)

Monotonia: f > 0= R{f}(p,0) >0

Esta propiedad es una consecuencia directa del teorema de calculo integral:

b b
Si f(z) > g(x)Vx € [a, b] :>/ f(z)dx Z/ g(x) dx

Demostracion.
f(pcos(f) — tsen(h), psen(f) + t cos(h)) >0 =
/OO f(pcos(f) — tsen(d), psen(f) + tcos(h)) > /OO 0 =

R{f}(p,0) =0

Simetria: R{f}(p,0) = R{f}(—p,0 + 7)

La recta definida por (—p, 8 + 7) es la misma que recta definida por (p, 0):

zcos(f+ ) +ysen(d +7) = —p
—zcos(f) —ysen() = —p
x cos(f) + ysen(d) =p

Por lo tanto las integrales sobre la recta deben ser iguales.

R{f}(p,0) = /OO f(pcos(0) — tsen(d), psen(d) + t cos(F)) dt =

24



2. Transformada de Radon 2.6. Propiedades bésicas de la Transformada de Radon

= /OO f(—=pcos(0 + ) —tsen(d + ), —psen(d + w) + t cos(f + 7)) dt

= / f(pcos(0) + tsen(d), psen(d) — t cos(f)) dt
Se hace el cambio de variable t = —t = dt = —dt =

=— /_OO f(pcos(f) — tsen(h), psen(f) + t cos(h)) dt

= /_Oo f(pcos(0) — tsen(), psen(0) + tcos(h)) dt = R{f}(p,§) O

Linealidad: R{f + kg}(p,0) = R{f}(p.0) + kR{g}(p,0)
R{f + kg}p,0) = /OO (f +kg)(1(1)) dt = / FOy(#) + kg(y(t)) dt

/ fly dt+k/ g(y(t))dt
=R{f}(p,0) + kR{g}(p,0)

Desplazamiento:
h(z,y) = f(x — xo,y — yo) = R{h}(p,0) = R{f}(p — wo cos 0 — yosen(d),0)

Si h(ic,y) = f(z — 20,y — yo) = R{h}(0,p) = R{f}0,p — zgcos O — yosen(0))

Sea £ = (cos(f),sen(h)).

Si la funcién f(x,y) se desplaza en la direccién del vector 7 = (zg, o), su ecuacién
resultante seria h(z,y) = f(x — x0,y — o).

La imagen de la recta L : cos(d)z + sen(f)y = p bajo la transformacién h, debe ser la
misma que la imagen de f cuando se evalda en la recta L trasladada —v.

La ecuacién de L trasladada —v es cos(0)z + sen(f)y = p — € 7, por lo tanto se debe
cumplir:

R{n}(p,0) = R{f}(p— & 7.0)

Demostracion.

R{f}(p,0) = /00 f(pcos(0) — tsen(d), psen(6) + t cos()) dt
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2. Transformada de Radon 2.6. Propiedades bésicas de la Transformada de Radon

R{f} (p—€-7.9)
= /_Oo Fl(p—€-7)cos(d) — tsen(8), (p — T - €) sen(8) + t cos(h)) dt

N /_OO h((p— € - §) cos(6) — tsen(6) + o, (p — 7 - €) sen(6) +  cos(6) + yo)dt

(2-10)
Se hace el cambio de variable ¢ = ¢ + xq sen(6) — yo cos(6)
(p— € 7)cos(d) — tsen() + zg
=(p— £ 7) cos(d) — (T + zosen() — yo cos(6)) sen() + zo
=pcos(f) — xgcos?(#) — yosen(d) cos(d) — tsen(f) — zosen?(0)
+ yo sen(f) cos(9) + xg
=p cos(@) — tsen(0) (2-11)

(p— ¥~ &) sen(0) + t cos(0) + yo
=(p 5 v)sen(0) + (t + xgsen(f) — yo cos(h)) cos(f) + yo
=psen(f) — xq cos(f) sen(#) — yosen?(#) + £ cos(6) + ¢ sen(d) cos(8)
— yo cos®(0) + o
=psen(d) + ¢ cos(0) (2-12)
Sustituyendo 2-11 y 2-12 en 2-10 se obtiene:
R{f}(p—E-5.0) =

= /_00 h(pcos(f) — tsen(d), psen(d) + t cos(h)) dt = R {h} (p,0)

o0

A continuacién se hace la demostracion con otra definicion de transformada de Radon:

RA{n}(p,0 / / f(x =20,y — 90)d (x cos(0) + ysen(f) — p) dwdy

Demostracion. Se hacen los cambios de variable u =2z —xge v =y — yo
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2. Transformada de Radon 2.6. Propiedades bésicas de la Transformada de Radon

R{n}(p,0
/ / fu,v)0 ((u+ o) cos(8) + (v + yo) sen(d) — p) dudv

= / / f(u,v)d (ucos(f) + vsen(d) — (p — xocos(d) — yosen(d)) dudv

/ / f(z,y)0 (zcos(f) + ysen(0) — (p — xg cos(0) — yosen()) dxdy

— xgcos(8) — yosen(d), 6) = f(p — (zo, o) - (cos(),sen(h)), 6)
—f@—ﬁ-)

Escalado f(kz, ky)

Sea h(z,y) = f (kz,ky) = R{h} (p,0) = [K|R{f} (kp,0)

Demostracion.

RA{f (kx,ky)} / f(k(pcos(0) —tsen(0)), k (psen(d) + tcos(h))) dt

= / f (pk cos(0) — tksen(0), pksen(0) + tkcos(9))dt  (2-13)

Sea hace el cambio de variable { = tk = df = kdt = 7 dt = dt. Sustituyendo en 2-13
se obtiene:
R{f (kz, ky)} (p,0) =
_ 2 [7 f (kpcos(6) — tsen(f), kpsen(d) + tcos(f)) dt  si k>0
%f;oo f (kpcos(@) —tsen(6), kpsen() + ¢ cos(6 ) sik <0
0

__{1kfm f (kpcos(0) — tsen(d sik >0
(

), kpsen(6) + ¢ cos(0
— = f(kpcos 0) — tsen(0), kpsen(0) + t cos( )dt sik <0

\k| / (kpcos(0) — tsen(f), kpsen() + ¢ cos(6)) dt

~ Y k)
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2. Transformada de Radon 2.6. Propiedades basicas de la Transformada de Radon

Escalado f (%)

-~

(0525 )

ax cos(t) + by sen(0)

x cos(t) + ysen(h)

(i)

\ N\

)

Sea L una recta no paralela a los ejes L : x cos(f)+ysen(d) = p. En los puntos <co§9) , O)

( p
acos(f)’

y (0, %) la recta L intercepta a los ejes X y Y respectivamente.
Si se tiene la recta L : ax cos() + by sen(f) = p, los puntos de intercepcién con los ejes

son (acfs(@)’o) y <0’ bselr)l(e))

La meta es expresar a L en su forma normal L : z cos(f) 4+ ysen(d) = p, por lo cual a
continuacién se calculard 6 y p.

- p pcos(6
cos(#) = g = ap cos () (2-14)
acos(0) p
T — D bpsen(6)
cos (= —0) =sen() = = (2-15)
<2 ) bsefl(@) p
— bp sen(H)
— sen(d) —, — bsen(d) b
tan(f) =—= = -2 = = —tan(@ 2-1
an () cos(6) ‘H’CZ& acos(d) a an(6) (2-16)

b

g_ garctan(ﬁ) sife (—g, g)
Zarctan(f) +7 si 60 € [—m, 7| — (—g, g)
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2.6. Propiedades bésicas de la Transformada de Radon

2. Transformada de Radon

Para calcular p usemos la ecuacién 2-14:
2

_ yal 2 . 2(7
cos(d) :apcos(ﬁ) pe pcos(6) L2 pocos (0) _ p N
P a cos(f) a?cos?(0)  a2sec?(6) cos?(0)
o P _ P
a? (1 + tan*(0)) cos?(d) a2 (14 tan?(f)) cos?(0)
Usando 2 — 16
2

P’ _ p

P :a2 <1 + (b tan(@))2> cos2(6) (a? + b? tan?(6)) cos?()
_ P
a2 cos?(0) + b2 sen2(6)
- p
\/a?cos?(0) + b2 sen?(0)

En conclusién, si ala recta L(z,y) : x cos(f)+ysen(f) = p se le aplica la transformacién
L(ax,by) = L : az cos(f) + by sen(f) = p, la recta resultante es equivalente a

cos(f)z + sen(f)y =
P (2-18)

b= \/a? cos?(0) + b2 sen?(0)
7_Ju Y arctan() sife(-3,%)
b arctan(f) + 7 sif € [—7m, 7] — (_%7 %)

Sea h(x,y) = f(%,%). Para obtener la transformada de Radon de h en funcién de la
transformada de Radon de f se hard uso de 2-14 y 2-15. En las tres ecuaciones aparece
el factor g el cual, por 2-18 es equivalente a

p
/a2 cos?(0)+b%sen?(6) 1
N B \/a? cos?(0) + b2 sen?(0)

=
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2. Transformada de Radon 2.6. Propiedades basicas de la Transformada de Radon

1
\/a2 cos2(0)+b2 sen2(6)
Por 2-14 y 2-15 se obtienen las ecuaciones:

Por comodidad sea L =

ap cos(0)

cos(f) = p = alL cos(f) = cos(f) = 3 (2-19)
—. bpsen(0) sen()
sen(f) = ————= = bLsen(f) = sen(f) = (2-20)
p bL
R{h}(p,0) :/ h (p(cos @) — tsen(f), psen(d) + t cos(0)) dt (2-21)
Sustituyendo sen(f) y cos(f) por 2 —19y 2 —20: (2-22)
°° 1 = 1 - 1 - _
R{h}(p,0) = /_Oo h <pE cos(6) — tE sen(),p prr — sen(f) + tE COS(@)) dt  (2-23)
> 1 - 1 1 _
R{h}(p,0) :/OO f ( P cos(f) — tab_L sen(f),p P sen(6) + t— cos( ) dt (2-24)
Cambio de variable ¢ = %t = abLdt = dt = (2-25)
a
bl [ (2 cos(@ g 8) +Tcos(d)) df :
R {1} (p,0) =abL /_ R (57 cos(B) — Tsen(d), = sen(®) +Tcos(B)) df  (2-26)
. : , r = %L cos(0) — tsen(h)
Notese que la integral de linea 2-26 es sobre la recta M “ o _ y
y = g7 sen(f) + t cos(0)

ademads pasa por el punto ) = (GQL cos(f), £ P sen(G))
Se demostrard que @) pertenece a la recta L con su ecuacién 2-17 sustituyendo las
variables x e y por las coordenadas de Q:

cos(0)x + sen(f)y = cos(f) - L cos(f) +sen(f) - —— sen(0)

a?l b2L

(0 20

(0052( ) | sen ( ))
a b2

P
L

Por 2-19 y 2-20:

cos(0)z + sen(f)y =

p [a*L?cos?(0) N b2L? sen?(0)
L a? b2

b —
= = LQeL
\/a? cos?(0) + b2 sen?(0) P ?
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2. Transformada de Radon 2.7. Transformada de Fourier de la transformada de Radon

Nétese adicionalmente que L y M son paralelas, y como Q € LN M, L y M son la
misma recta, por lo tanto de

o0

R{nh} (p,0) :abL/ f (pcos(6) — tsen(f), psen(d) + tcos(d)) dt

— 00

=abLR{f} (p,0)
=abLR{f} (pL,g)

z
a’

Por lo cual, se concluye el resultado esperado: Si h(z,y) = f ( %) se tiene que:

R {h} (p.0) = abLR{f} (bL,0)

1

L pum—
/a2 cos?(0) + b2 sen?(0)

y 0=

Y

b arctan() side (-%,%)
barctan() + 7 sif € [, 7] — (-

NIE
NJE]

)

2.7. Transformada de Fourier de la transformada de
Radon

La transformada de Fourier de una funcién f : R — R o f : R?> — R, continua e
integrable se define respectivamente como

Sl @) =P = [ fa)e s (2-27)

Sl ) = Fu) = [ [ ey (2:29)
y las respectivas transformadas inversas de Fourier son:

WY = 1) = [ P (2:20)

w0} = o) = [ [ Fuoete (2:30)

Considere la transformada de Radon SR{f(p, 6)} con 6 constante. Para evitar confu-
siones se simboliza esta transformacién como Ry{f(p,0)}. La transformada de ésta
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2. Transformada de Radon 2.7. Transformada de Fourier de la transformada de Radon

SR O = [ RS 0>y (2.31)

Por la definicion de la transformada de Radon 2-8 se tiene que

SH{Re{f(p, O)}} = /00 /00 f(pcos() — tsen(d), psen(f) + t cos(8))dt e >™“Pdp
= /00 /‘X’ f(pcos(0) — tsen(d), psen(d) + t cos(d))e *""Pdt dp

Al hacer el cambio de variable 2 = pcos(f) — tsen(d); y = psen(6) + ¢ cos(h)
se obtiene p = x cos(#) + ysen(f)

/ 9%{]”(29, 9)}6—2m'updp _ / / f(.il?, y)e—Zm'(oc Cos(@)—i—ysen(e))udx dy

_ /oo /oo f(;lj, y)e_zm'(xucos(9)+yusen(9))dx dy
=F(ucos(f), usen(f)) siendo F = Fo{ [}

Concluyendo se obtienen las siguientes igualdades:

S{RAS (P, )3} = BT (2, 9) Hwcos(0), usen(s)) (2-32)

A la ecuacién 2-32 se le llama Teorema de corte de Fourier (Fourier slice Theorem).
Ahora se hard otra demostracion usando la otra definicion de la transformada de Radon.

R{f}(p, 0 / / f(z,y)d(cos()x + sen(f)y — p)dudy

Siendo d(z) la funcién delta de Dirac.

La recta cos(f)x + sen(f)y — p = 0 en coordenadas polares polares (r, ¢) es

rcos(0) cos(¢) + rsen(d) sen(¢p) —p =rcos(¢p —0) —p=0

R{f (1)} (p. 0) = R{F(r, / / £(r, $)8(p — r cos(6 — 6))rdgdr
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2. Transformada de Radon 2.7. Transformada de Fourier de la transformada de Radon

Si se aplica la transforma de Fourier a la tranformada de Radon tomando a # como una
constante se obtiene.

SUR00)E) = [ R (. B)e 2 dp

_ /_ Z < /0 h /0 " 8)6(p — 1 cos(é — 9))rd¢d’r) e 2miEn g

/OO /00 /27r f(r,0)6(p — rcos(¢ — 0))e” ™ Prdpdrdp
—00 J 0 0

—00

/0°° /02 f(r,¢) (/Z d(p — rcos(¢p — 0))6‘2”51’61])) desdlr

Por la propiedad de la funcién ¢: f; t—a)- f(t)dt = { f(oa) ea Ztao<cabso , se tiene
n otr

h / ” / b f(r,)6(p — rcos(¢ — 0))e ™ Prdpdpdr
0 0
i T

que:

/ 6(]? —r COS((b . 9))67271’1'5[) — 6727”'{7" cos(¢p—0)

Por lo tanto:

SR (0.0)}(6) = / ) / " f(r, )re 60 gy

Ahora se desarrollard la transformada de Fourier en dos dimensiones:

S f(z,9)} (&1, &) :/ / f(x,y)e_QWi(§1I+§2y)dxdy

Se cambiardn a coordenadas polares las variables (z,y):

x =1 cos(9) y = rsen(o)
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2. Transformada de Radon 2.8. Transformada discreta y rapida de Fourier

ol f(z,y)} (&, &) =Fo{f(r, 0) } &, &)

/ / f 7271'1 &17 cos(p)+E€ar sen(¢))7,,d¢dr

Se hace el cambio de las variables (&1, &5):

& = & cos(h) & = Esen(0)
se obtiene
So{f (@, y)} (£ cos(9), { sen(0))
/ / f 7271’157‘ (cos(0) cos(¢)+sen(f) sen(¢)) Td(bd?"

/ / f —27ri§7” COS(¢_0)Td¢dT

SHR{S Hp, 0)}(€) =T2{f(, y)} (§ cos(0),{ sen(h)) 0

2.8. Transformada discreta y rapida de Fourier

La transformada de Fourier para una funcién continua f(¢) se define como

= / Z f(t)e ™Ry

El problema de la definicion anterior es que la funcién f debe ser continua y en la
practica sélo se tiene un conjunto finito de puntos f(to), f(t1),..., f(tn_1). Por lo cual
es necesario definir la Transformada Discreta de Fourier (TDF) , la cual se define como:

N-1
27
F(n)emi%e (2-33)
n=0
y la transformada discreta inversa de Fourier se define como:

1 N—
- = Z ki % (2-34)
k=0

Como ejemplo, se calculard la TDF para f(x) = 5+ 2sen(27x) + 3 cos(4wx), con cuatro

valores, es decir N = 4, siendo estos tg = 0, t; = }l, ty = %, t3 = i, entonces:
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2. Transformada de Radon 2.8. Transformada discreta y rapida de Fourier

flto) = f(0) =8, f(t)=f(3) =4 f(ta) = f(3) =8 f(ts) = f(}) =0

T
N :4 _— = — = —
TN 12
e % =cos (%k) — % sen (%k) = (—i)F = 72 = (e_ikg)n = (—i)kn
N-1 3
—mnik 2T A\ kn
Flk) =3 fm)e ™% =% f (n) (=i)*
n=0 n=0

F2) =Y f(n) (=)™ =8-(=i)° +4- (=) +8- (=i)" + 0 (=i)°
=8—-4+8+0=12.

F3) =) f(n) (=i’

=8 (=) +4- (=) +8- (=) +0-(=i)°=8+4+4-i—8+0=4i.
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2. Transformada de Radon 2.8. Transformada discreta y rapida de Fourier

A continuacién se calcula la transformada inversa:

FR) =3 - Py ¥ = 257 F)it™ = 4f(k) = 3 F(n)i*"

n=0 n=0 n=0

n=0

0 0 0 40 20
A —41
iV 2 gt S 12
AN A 44

Ahora se analizard la expansiéon de la transformada discreta inversa de Fourier 2-34.

Sea w,, = <€ZN>

Nf(n) = i F(k)eki% = 2 F(k) ((ew)")k =N Pkt
Nf(0) =F(0)w) + F(1)w) + F(2)w2 + F(3)w
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2. Transformada de Radon 2.8. Transformada discreta y rapida de Fourier

Nétese que calcular N f(n) es lo mismo que evaluar a w, en el polinomio
Q(2)=F0)+ F(1)z+ F(2)2> + F(3)2* +--- + F(N — 1)V

La cantidad de operaciones necesarias para evaluar un polinomio de grado N — 1 son
N, se tiene que evaluar el polinomio N veces, por lo cual se necesitan un total del N?
operaciones para obtener la Transformada Discreta de Fourier asi como su inversa.

A continuacién se estudiard una manera de agilizar la evaluaciéon de Q(wy,).

El polinomio se puede dividir en dos partes, los términos de grado par y los términos
de grado impar, esto es:

1554 155

Qr) = Z aspz®* + Z agp 127
k=0 k=0
| 852 B

. LMJ & LMJ & o
Si se nombran Q,(z) =Y ;2 ~aux”, Qi(z)=> ;% " aypr” yw=¢€7w

Q(z) = Qp(2?) + 2Qi(2?)

Por otra parte, si N es par, w —w", ya que:

w2 — <6i21\‘r]r>n+N/2 _ (ei%>n <6,~2§>]2V — whe™ — —w.

Por lo tanto:

Qw2 = Q, ((wn+N/2)2> awmtN2Q), ((wn+N/2)2> 0, ((wn)2) — w0 ((wn)z)

En resumen, se tiene que:

n+N/2 _

Qw") =Qp (")) + w" Qi ((w")?) (2-35)
Q™M) =@, ((w")’) — w" Qi ((w")*) (2-36)

Si se considera a N como una potencia de 2, usando las ecuaciones 2-35 y 2-36 se puede
crear un algoritmo recursivo para calcular Q(w").
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2. Transformada de Radon 2.8. Transformada discreta y rapida de Fourier

Entrada: (ag, ai,as,...ay—_1), donde N es una potencia de 2.
Salida: (Q(w°), Q(w"), Q(w?),...,Q(wN™")), siendo w = e*™/N,

funcién FFT( (ag,ai,as,...,a,-1), mn:entero, w : complejo): arreglo de tamano
n
variables
Qp, Qi: arreglo de tamafio n/2
Q: arreglo de tamano n
k: entero;
inicio
si n=1 entonces
inicio
Q0] = ao;
fin
en caso contrario
inicio
Qp, = FFT( (ag,as,a4,...,a,-2), n/2, w?);
Q; = FFT( (ay,as,as,...,a,_1), n/2, w?);
k:=0;
repetir n/2 veces
inicio
Qlk] = Qplk] + w* x Qi[k];
Qlk +1/2] = Qylk] — w* x Qi[k];
k:=k+1;
fin;
fin;
regresa Q);
fin;
programa principal
inicio
FFT( (Fy, F, F,...,Fx_1), N, /Ny,
fin.
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2. Transformada de Radon

2.8.

Transformada discreta y rapida de Fourier

Considere el polinomio:

Q(z) = Fy + Fiov + Foa® + Faa® + Fua* + Fsa® + Fga® + Foa™

[F07F1>F27F37F47F5aF6aF77w]

[FU7F27F47F67UJ2]

[F17F37F57F77w2]

[F(),F4,w4} [FQ,Fﬁ,w4] [F17F57’w4] [F3,F7,w4]

[FOv wg] [F4’ wS] [F27 wS] [Fﬁv w8] [Flv wg] [F5’ wS} [F37 wg] [F77 wg]
ql0] = Fy | ¢[0) = Fy | q[0] = F | ¢[0] = Fs | q[0] = F | q[0] = F5 | ¢[0] = F} | q[0] = F;
q[0] = Fy + F} q[0] = F> + Fg q[0] = Fy + F5 q[0] = F3 + I3
q[l] = Fo — Fy q(l] = F» — Fg q(l] = F1 — I3 q(l] = F3 — I%

q[O] :F0+F4+F2+F6
q[l] = F() — F4 + FQU)Q - F6w2
q2] = Fo+ Fy — F> — F
Q[g] = FQ — F4 — FQU]Q + F6'LU2

q[O] :F1+F5+F3+F7
q[l] = F1 — F5 + F3w2 - F7w2
q2| = F1 + F5 — F3 — I
q[3] = Fy, — F5 — Fyw? + Frw?

g0 =Fo+ Fy+ Fo+ Fs+ Fy + Fs + F3 + F;

q[l] = Fy — Fy + Fyw? — Fgw? + Fiw — Fyw + Fyw® — Frw?
q[2] = Fy + Fy — F> — Fs + Fiw® + Fsw? — Fyw? — Frw?
q3] = Fy — Fy — Fow? + Fyw? + Fyw® — Fsw® — Fyw® + Fruw’®
qd|=Fo+ Fy+ Fy+ Fs — [y — F5 — F5 — F
q[5] = Fy — Fy + Fow® — Fow? — Fiw + Fsw — Fyw® + Frw?
ql6] = Fo + Fy — Fy — Fs — Fiw® — Fyw? + Fyw® + Frw?
q(7) = Foy— Fy — Fow? + Fyw? — Fiw? + Fsw? + Fyw® — Frw®
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2. Transformada de Radon 2.8. Transformada discreta y rapida de Fourier

Q") =Q(1) = Fy + Fy + Fy + F3 + Fy + F5 + Fs + F; = ¢[0]
Q(w) =F) + Flw + Fw? + Fsw® + Fyw* + Fyw® + Fgw® + Frw”

=Fy + Fiw + Fow® + Fyw® — Fy — Fsw — Fyw? — Frw® = g[1]

Q(w?) =F) + Fiw® + Fyw* + Fyuw® + Fyu® + Fw'® + Fyw' 4+ Frw'
=Fy + Fiw® — F — Fysw® + Fy + Fyw® — Fs — Frw? = ¢[2]

Q(w?’) =Fy + Fiw?® + B’ + Fyuw® + Fyw'? + Fsw'® + Fyw'® + B
=F, + Fiw® — Fyw? — Fsw® — Fy — Fyw® + Fyw? + Frw® = ¢[3]

Q(w*) =Fy + Fiw* + Fw® + Fyw'? + Fw'® + Fu® + Fsw® + Fow®
=Fy—Fi+F,— F;+F,— F5+ Fs — F; = q[4]

Q(w°) =Fy + Fiw® + Fw' + Fw' + Fyuw®™ + Fsw® + Fyuw™ + Frw®
=Fy — Fyw + Fyw? — Fyw® — Fy + Fysw — Faw? + Frw® = ¢[5)]

Q(wﬁ) =Fy + Fiw® + Fw'? + Fyw'® + Fyw* + Fsuw® + Faw?® + Frw'?
=F, — Fiw® — Fy + Fyw? + Fy — Fsw® — Fg + Frw® = q[6)]

Q") =Fy + Frw” + Fyw'™ + Fyu? + Fyw® + Fsw® + Fyuw® + Fow®
=Fy, — Fiw’ — Fyw?® + Fyw® — Fy + Fsw® + Faw® — Frw® = q[7]
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3. Transformada de Radon en campos
vectoriales

En los anteriores capitulos se comentd la manera en que la tomografia computarizada
trata el problema de reconstruir una funcion f escalar, donde f puede representar la
densidad de los tejidos, usando la transformada de Radon.

El problema que se planteara en este capitulo sera el método para reconstruir campos
vectoriales F' a partir de sus proyecciones.

Una de las aplicaciones del problema de la tomografia vectorial es la reconstruccién de
campos vectoriales en la tomografia Doppler [23], donde tratan de estudiar por ejemplo,
el flujo sanguineo. Para estas aplicaciones se hacen presentes los siguientes fenémenos
fisicos: el sonido, el ultrasonido y el efecto Doppler. Primero se expondra lo que es
el efecto Doppler y luego se hard un bosquejo historico de los estudios del sonido,
ultrasonido y del ultasonido junto al efecto Doppler.

3.1. Efecto Doppler

3.1.1. Doppler y Ballot

El cambio Doppler, también conocido como efecto Doppler, fue
postulado por primera vez por el fisico austriaco Christian Dop-
pler (1803-1853) en el articulo “On the colored light of the dou-
ble stars and certain other stars of the heavens” en 1842.

Este concepto describe cémo los cambios en la frecuencia de
las ondas de luz explicaron la variacion de color visible de las
estrellas. Las estrellas y galaxias que se alejan de la Tierra ad-
quieren una tonalidad cercana al rojo, mientras que los objetos

astronémicos que se mueven hacia la Tierra adquieren una tona-
lidad cercana al azul. [51] El holandés Buys Ballot (1817-1890),
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en 1845, comprobo el efecto Doppler para el sonido. En un tren subié a varios musicos.
Luego pidié al conductor condujera tan rapido como pudiera y le pidié a los musicos
tocaran una nota constate. [25] Mientras tanto, un par de observadores fijos registraban,
las notas que percibian. Las conclusiones fueron que cuando el productor de sonido y el
observador estan en el mismo punto, las frecuencias emitidas y recibidas son idénticas;
y cuando el productor de sonido se aleja de un observador, la frecuencia recibida es
menor que la frecuencia emitida [22].

Para esta parte se consult6 [56], [13], [46], [27], [28] v [63].

3.1.2. ;Qué es el efecto Doppler?

Es facil notar el cambio aparente de tono la sirena de una ambulancia, el tono de la
sirena es mas agudo cuando se acerca y mas grave cuando se aleja. Este cambio se
conoce con el efecto Doppler.

El efecto Doppler es el cambio en la frecuencia y la longitud de una onda debido al
movimiento relativo entre la fuente de onda y un observador. Fue estudiado por primera
vez en 1842 por el matemaético y fisico austriaco Christian Johann Doppler.

Hay varios tipos de ondas: las ondulaciones en la superficie de un estanque, los sonidos,
la luz o los temblores. Todos estos pueden ser estudio del efecto Doppler.

Para explicar por qué se produce el efecto Doppler, es necesario tener en cuenta dos
conceptos basicos: la longitud de onda y la frecuencia de onda. Si suponemos que una
onda tiene picos, la longitud de onda, A, es la distancia entre dos picos consecutivos.
La frecuencia de una onda, f, es la cantidad de picos que pasan por un punto fijo
en determinado tiempo, por lo cual, la frecuencia es inversamente proporcional a la
longitud de onda, es decir, cuanto més pequena sea la longitud de onda, mayor serd la

AWAWA
AVAVA

Los frentes de onda son las lineas imaginarias que conectan a los puntos que son al-

frecuencia y viceversa.

canzados en un mismo instante por una determinada onda. Los frentes de onda pueden
visualizarse como curvas o superficies que se expanden a lo largo del tiempo alejandose
del emisor que genera las ondas sin tocarse entre si. Por ejemplo, la uniéon de todos los
picos de onda que provienen del punto donde se deja caer una piedra en un estanque
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creara un conjunto de frentes de onda circulares concéntricos cuando se ve desde arriba.
Las ondas sonoras son ondas que se extienden esféricamente desde su emisor en todas
direcciones, como la sirena de una ambulancia. La distancia entre dos frentes de onda
consecutivos es la longitud de la onda de sonido. Si la ambulancia estd en reposo, cual-
quier persona inmévil cerca de ella encontrard con cada frente de onda con la misma
frecuencia con la que se emitio.

Si el emisor esta en movimiento y va de izquierda a derecha, la longitud de onda
medida por el observador situado a la derecha es mas pequena que la longitud de onda
del emisor, y la longitud de onda medida por el observador situado a la izquierda del
emisor es mayor que la del emisor. Lo anterior es debido a que las fuentes de onda
seran también circunferencias pero ya no seran concéntricas, ya que en el tiempo entre
la emision de un pico de onda y la siguiente, la fuente se habra movido.

Un cambio similar en la frecuencia observada ocurre si la fuente esta quieta y el obser-
vador se esta moviendo hacia o alejandose de ella.

De hecho, cualquier movimiento relativo entre los dos causara un efecto Doppler en la
frecuencia observada.

3.1.3. Algunas férmulas

En esta parte se simbolizara como f frecuencia de la onda, A la longitud de la onda, ¢
la velocidad de la onda, f’ la frecuencia que percibe el receptor, A la longitud de onda
que percibe el receptor, v, la velocidad del emisor, v, velocidad del receptor.

Si el observador y emisor estan quietos, la longitud de onda es el cociente de la velocidad
de la onda entre la frecuencia:
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Si el observador se mueve hacia el receptor a una velocidad v, (o se aleja a una velocidad

—Uy):
f,:civr :cicvr _ <1i&>f
)\ ? C

Si el emisor se esta moviendo hacia el receptor, entonces las ondas siguen moviéndose

a una velocidad ¢, ya que la velocidad de la onda esta definida por el medio a través
del cual viaja y es independiente de la velocidad de la fuente. Sin embargo, la longitud
de onda disminuira. Esto se debe a que los frentes de onda se producen a la misma
velocidad que para una fuente estacionaria, pero en el momento en que se emiten los
frentes de onda la fuente se ha movido, por lo que cada frente de onda estd mas cerca
del frente de onda anterior. El valor de X’ se puede encontrar considerando la distancia
entre la fuente y el ultimo frente de onda a medida que se produce el siguiente frente
de onda. Si el emisor va a una velocidad v, cuando la onda recorra A, el emisor recorre
%, por lo cual la longitud de onda con respecto al receptor sera:

Ve _ U _C70
o r 7 f

De la anterior ecuacion se puede obtener la frecuencia que percibe el observador:

fl=g=——f

N o c—

Haciendo un analisis andlogo si el emisor se esta alejando a una velocidad —wvg, se

obtendria la igualdad: . .
- y - Cc+ Vg /

f/

Si tanto el emisor como el receptor estdn en movimiento la frecuencia que percibe el
receptor sera:
c—

fr= f (3-1)

Cc— Vg

Por convencidn, la direccién es positiva para la velocidad va del emisor al receptor.

3.1.4. ;Coémo calcular la velocidad usando el efecto Doppler?

El efecto Doppler se puede usar para medir velocidades, en particular la de los autos
usando una pistola radar. El radar emite microondas que son reflejadas por el auto y
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regresan al radar. Como el auto se mueve, la frecuencia de las ondas recibidas por el
auto son diferentes a las frecuencias emitidas por el radar.
Usando 3-1 la frecuencia recibida por el auto (receptor) es

c+ v,

f= f

Cc

Cuando el auto refleja la onda, se convierte en un emisor en movimiento y el radar se
convierte en receptor, por lo cual, la frecuencia recibida por el radar (receptor) es
c , c c+ v, c+ v,

= ——f= f=tty

C— Uy C— Up c C— Uy

El cambio de frecuencia A f sera:

c—l—vrf_f: 2v, 7

c— U, c— vy

Af=f"~f=

Como la velocidad del auto es muy pequena comparada con la velocidad de la onda,

c— v, = ¢, por lo cual

20, cAf
= v, =

c f=uv 2f

Si la velocidad del vector forma un angulo « con la direccién de observador, la velocidad

Af =

efectiva es v cos(a), en el caso del del ultrasonido, el dangulo es el 4ngulo entre el rato de
ultrasonido emitido y el vector velocidad, por lo que la la ecuacién de efecto Doppler

es:
_ 2u, cos(a)

Af =Ry

c

3.2. Sonido y ultrasonido en el tiempo

3.2.1. El sonido

Una de las primeras personas en estudiar el sonido fue el filésofo griego Aristoteles,
(384-322 a. de C.), alrededor del ano 350 a. de C., en su obra Acerca del alma [3]. Isaac
Asimov, en su libro El monstruo subatémico [4] comenta acerca de Aristételes: “tras
haber observado que los objetos que emitian sonidos vibraban, sugirié que las vibracio-
nes golpean el aire que estd inmediatamente a su alrededor y lo hacen vibrar; este aire
hace vibrar el aire que le rodea y asi sucesivamente, como una serie de invisibles fichas
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de dominé. Al final, la vibracién progresiva alcanza el oido y lo hace vibrar, y asi oimos
el sonido”.

La especulacién de que el sonido es un fenémeno de ondas surgié a partir de observacio-
nes de las ondas de agua. La posibilidad de que el sonido exhibiera un comportamiento
similar fue enfatizada por el filésofo griego Crisipo de Solos (c. 240 a.C.) [57].

En 1490, Leonardo da Vinci se dio cuenta de que si se colocaba el extremo de un tubo
largo en el agua y el otro extremo en el oido, se podian escuchar barcos que se en-
contraban a una gran distancia [44], esto fue utilizado por Sturm y Colladon para sus
experimentos, como se narrara mas adelante.

El italiano Galileo Galilei (1564-1642), en su tratado “Dos nuevas ciencias” publicado
en 1638 demostré que demostré que la frecuencia de un sonido determina su tono [57].

Marin Mersenne fue un sacerdote, matematico y filésofo francés (1588-1648). Fue el pri-
mero en calcular la velocidad del sonido en el aire. Su experimento consistié en pararse
frente a una pared que reflejara el sonido y decir en un segundo la frase “benedicam
dominum” (gracias al Senor en latin), usando un péndulo para cronometrar el sonido.
Estaba a 159.5 metros de la pared, el eco sigui6 inmediatamente al final de la frase
original: “benedicam dominum” (bendeciré al sefior). Las palabras cubrieron el viaje en
un total de 319 metros lo que le permitié a Mersenne deducir que 319 metros por se-
gundo es la velocidad del sonido. Esto es cercano al valor correcto de aproximadamente
340 metros por segundo [19]. Por su obra Harmonie universelle, contenant la théorie et
la pratique de la musique, publicada en 1636, se le llama el padre de la actstica.

Después de los descubrimientos de Mersenne el cientifico britdnico Robert Boyle (1627-
1691), usando la bomba de aire recientemente inventada, fue el primero en demostrar
la aseveracion de Galileo de que, en el vacio, una pluma y un trozo de plomo caen a la
misma velocidad, y también establecié que el sonido no se transmite en el vacio. Boyle
llegé a este resultado poniendo una campana dentro de una jarra en vacio y noté que la
campana no era audible. Publicé sus hallazgosen NewFEzperiments Physico-Mechanicall,
Touching the Spring of the Air, and its Effects en 1660.

El primer tratado tedrico, conocido, sobre el sonido fue hecho por Sir Isaac Newton
(1643- 1727) en su Philosophiae naturalis principia mathematica. Newton pensé que
habia calculado correctamente la velocidad del sonido a través de un medio sélido,
liquido o gaseoso. Creia que podria determinar la velocidad del sonido calculando la

46



3. Transformada de Radon en campos vectoriales 3.2. Sonido y ultrasonido en el tiempo

raiz cuadrada de la presion dividida por la densidad del medio: ¢ = \/g :

Tiempo después, el matemdtico francés Pierre-Simon Lapla-

ce (1749-1827) vio la falla en el pensamiento de New-
ton y corrigi6 la férmula de Newton. Amplié la ecua-
cion de Newton para incluir la idea de que el proce-
so no es isotérmico como Newton habia pensado, pero es

adiabatico. Laplace modific6 la formula de Newton agre-
ﬁ
o
A esta ecuacién se le llama ecuacién de Newton-Laplace.

[6]

gando <, el llamado coeficiente adiabédtico: ¢ =

Jean Antoine Nollet, (1700 - 1770), fisico francés realizé una serie de experimentos para
resolver una disputa sobre si los sonidos podian viajar a través del agua. Por el simple
recurso de sumergir su cabeza en un lago, descubrié que podia escuchar una campana,
disparos, gritos y silbidos. Una observacion un poco menos obvia fue que una campana
golpeada bajo el agua se podia escuchar mas facilmente a través del agua que a través
del aire sobre ella. [31]

Los sonidos producidos por los tubos sonoros estan someti-

dos a ciertas leyes, eso sucede con las cuerdas y con los sis-

temas rigidos. Tanto las correspondientes a los tubos abier-
tos como a los cerrados, fueron descubiertas por el matemati-
co, fisico y médico suizo Daniel Bernoulli (1667-1748). Estos

descubrimientos se resumen en las llamadas leyes de Bernou-

w1182

Liechtensteinisc < 1l [29]

= La frecuencia del sonido producido por un tubo, tanto abierto como cerrado,
es directamente proporcional a la velocidad de propagacién. De ahi que para
producir los diferentes arménicos de un tubo haya que aumentar la velocidad de
propagacién de la onda.

» La frecuencia del sonido producido por un tubo, tanto abierto como cerrado, es
inversamente proporcional a la longitud del tubo. A mayor longitud del tubo, la
frecuencia es mas grave.

= A igualdad de longitud entre un tubo abierto y otro cerrado, el tubo abierto
produce un sonido de frecuencia el doble que el cerrado.

47



3. Transformada de Radon en campos vectoriales 3.2. Sonido y ultrasonido en el tiempo

» Los tubos (cilindricos) abiertos producen la serie completa de arménicos, mientras
que los cerrados sélo los armoénicos de frecuencia impar de la fundamental.

John Strutt (1842-1919), también conocido como el tercer barén de Rayleigh, fue un
fisico britanico. Realizé varias investigaciones acerca de la resonancia y la vibracién
del sonido, y describié un procedimiento, para medir las vibraciones acusticas. Estas
investigaciones se publicaron The Theory of Sound [40].

Jean-Daniel Colladon (Gi-
nebra, 1802-1893) inge-

niero suizo junto con su Figura 3-1.: Jean-Daniel Colladon y

amigo Charles Jacques Jacques Charles Francois Sturm

Charles Frangois Sturm - o g 10 miles apart - :
(Ginebra, 1803-1855), rea- : M
lizaron experimentos en

el lago de Ginebra pa- ==
ra medir la velocidad del
sonido bajo el agua en
1826, este estudio les hi-

zo acreedores del Gran

Premio de Ciencias en

Paris.

En su experimento, una

— o

campana submarina fue
golpeada simultaneamen-

te con la ignicion de la

polvora. El destello del

encendido se observé a 10 millas de distancia y se comparé con la llegada del sonido
de la campana bajo el agua que se escuché a través de un dispositivo parecido a una
trompeta en el agua (figura 3-1). Con estos instrumentos lograron determinar que la
velocidad del sonido bajo el agua era de 1435 metros/segundo, una cifra no muy dife-
rente de la que se conoce hoy en dia. [45]
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3.2.2. El ultrasonido

El primer acercamiento al ultrasonido es mediante
el bidlogo italiano Lazzaro Spallanzani (1729-1799).
El es llamado el “bidlogo de bidlogos”, ya que entre Figura 3-2.: Lazzaro Spallanzani
otras de sus investigaciones refuté la generaciéon es-
pontanea, anticipandose a Pasteur; se di6 cuenta de
que la digestién es un proceso quimico y no mecani-
co, como se crefa hasta entonces, descubriendo las
propiedades digestivas de la saliva y el poder disol-
vente del jugo gastrico; demostro que el semen era
indispensable para la concepcién de un nuevo ser,
aunque no supo reconocer la importancia de los es-

permatozoides [52], de los que se pensaba que eran

parasitos, lo anterior lo logré mediante la insemina-
cién artificial de una perra [7].

En 1793 empezo a investigar sobre la forma en que
los animales nocturnos encuentran su camino en la oscuridad. Para tal efecto, trabajo
con varios murciélagos a los cuales vendd sus ojos o dejé ciegos y noté que podian
seguir volando sin problemas, evitando obstdculos y mas atin, podian seguir cazando
insectos [58]. La primera idea que se le ocurrié a Spallzani es que tenfan un alto sentido
del tacto o un sexto sentido, si embargo, el naturista suizo Louis Jurine (1751-1819) al
leer los trabajos de Spallazani tapé los oidos a unos murciélagos y estos se desorientaron
totalmente. Spallzani comprobé lo hecho por su colega pero no pudieron dar una buena
explicacién a tal fenomeno. Para sus colegas contemporaneos les basté aceptar que el
sentido del tacto era suficiente para explicar ese fenémeno. [11]

A principios del siglo XX, se retomaron los trabajos de Spallzani para estudiar a los
murciélagos, replicaron los experimentos de Spallzani y Jurine, encontraron textos no
publicados de Spallzani donde conjeturaba que el sonido que producian sus alas eran
reflejados por los objetos y captados por sus oidos.

Hiram Maxim (1912) especulé que los murciélagos podrian detectar obstdculos emi-
tiendo sonidos de baja frecuencia y, de alguna manera, detectando su reflejo en los
obstaculos. Hartridge en (1920) avanzé la teoria mas plausible de que los sonidos de
alta frecuencia eran mas adecuados fisicamente. Fue hasta la década de los cuarenta del
siglo pasado que aparecieron publicaciones de Dijkgraaf, Robert Galambos y Donald
R. Griffin donde escribian sobre el descubrimieto de que los murciélagos emiten soni-

49



3. Transformada de Radon en campos vectoriales 3.2. Sonido y ultrasonido en el tiempo

dos de orientacién ultrasénicos y detectan pequenos obstéculos al escuchar sus ecos [35].

El uso del ultrasonido en medicina comenzé poco después de la segunda guerra mun-
dial. El primer trabajo publicado al respecto fue en 1942 por el austriaco Karl Theodo-
re Dussik (1908-1968), Uber die moglichkeit hochfrequente mechanische schwingungen
als diagnostisches hilfsmittel zu verwerten (Sobre la posibilidad de utilizar vibraciones
mecénicas de alta frecuencia como herramienta de diagndstico), en el cual hablaba de
sus investigaciones de ultrasonido en el cerebro [61]. Por otra parte, el profesor britanico
Ian Donald (1910-1987) en 1958 y un joven ingeniero aprendiz escocés llamado Tom
Brown (1933- ) construyeron la primera maquina exitosa de diagndstico por ultraso-
nido. La idea de Donald de usar el ultrasonido para diagnosticar a los humanos fue
ridiculizada. Sin embargo, después de que se diagnosticara un gran quiste ovarico en
una paciente, los médicos tomaron la tecnologia en serio [21]. Las investigaciones de
Alice Stewart (1906-2002) demostraron que las radiograffas durante el embarazo eran
peligrosas para el feto, lo que contribuyé a que el ultrasonido fuera aceptado como una
tecnologia de imagen més segura.

3.2.3. Ultrasonido y Doppler

En 1880, los hermanos -cientificos
franceses Paul-Jacques Curie (1855-
1941) y Pierre Curie (1859-1906) des-
cubrieron que al aplicar presion a un
cristal de cuarzo se establecian car-
gas eléctricas en éste; ellos llama-
ron a este fenomeno “el efecto pie-
zoeléctrico”. Lo anterior fue publica-
do como Développement par compres-
ston de [’électricité polaire dans les
cristaur hémiédres a faces inclinées

(Desarrollo por compresién de elec-
Figura 3-3.: Paul-Jacques Curie (izquierda) y tricidad polar en cristales hemisféri-
Pierre-Jacques Curie (derecha) cos con caras inclinadas). Mas tarde

ellos verificaron que un campo eléctri-

co aplicado al cristal proporcionaba una deformacién al material. Este efecto era referido
como “piezoeléctrico inverso”. Los materiales piezoeléctricos, por lo tanto, pueden ser
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utilizados para convertir energia eléctrica en energia mecéanica y viceversa [20]. Los es-
tudios de los hermanos Curie permitirian enviar y recibir ondas de sonido en ondas de

alta frecuencia.

En 1906, el arquitecto naval estadounidense Lewis Nixon
(1861 - 1940) invent6 el primer dispositivo de escucha ti-
po sonar para detectar icebergs [24] [49]. Después del
hundimiento del trasatlantico Titanic en 1912, se empie-
zan a hacer mas investigaciones para detectar objetos
en el océano. Uno de los que hicieron mayor contribu-
cién a dichas investigaciones fue el fisico francés Paul
Langévin (1872-1946). Pail Levign fue alumno de Pie-
rre Curie (y luego tuvo amorios con su viuda), y conti-
nué estudios acerca de los materiales piezoeléctricos. La
meta de Levign era la aplicacion del sonar durante la
primera guerra mundial en la deteccién de submarinos.

En 1916 podia detectar hojas de metal a una distancia

Figura 3-4.: Paul Langevin de 200 metros y en 1918 a una distancia de 1500 me-
tros [33], [14].

71 El respon-

En 1935, a Watson-Watt le pidieron que desarrollar el “rayo de la muerte
di6 que dicho rayo no era factible, pero podia construir un instrumento para detectar
y dar la posicién de un aviéon con ayuda de ondas. Le pidieron que construyera ese
instrumento, y creé junto con su equipo, lo que hoy se llama radar usando el principio
Doppler [60]. El radar fue fundamental durante la segunda guerra mundial, y debido a
éste se hicieron varias investigaciones sobre el radar en ese lapso.

Después de la guerra se hicieron mejoras al radar, con mayor rango de distancia y mas
exactos. En 1947, John L. Barker y Bernard J Midlock adaptaron un dispositivo de
radar que habian desarrollado durante la guerra, creando lo que tal vez sea la primera
aplicacion de velocidad a automoviles del mundo en la ciudad de Glastonbury, Connec-

ticut [9].

'El rayo de la muerte o rayo de Tesla es dispositivo que con capacidad de destruir instantdneamente
ciudades enteras. El dispositivo seria capaz de proyectar particulas de diferentes dimensiones a gran
distancia, transmitiendo una energfa muchisimo mayor que cualquier otro rayo [36].
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Shigeo Satomura (1919-1960) fue un fisico japonés.
Una de sus areas de interés era el uso de la tecnologia Figura 3-5.: Shigeo Satomura
del radar con ultrasonido. Su profesor, Kinjiro Okabe,
le sugirié usar esas investigaciones para aplicarlas al
campo médico. Luego de eso, su investigacion consistio
en la emision de ultrasonidos a cuerpos vivos, regis-
trando las senales reflejadas y analizando sus cambios
mediante el efecto Doppler. La medicion y el andlisis
de la frecuencia de las senales proporcionaron informa-
cién sobre la parte reflejada del cuerpo. Satomura, en
colaboracién con los cardiélogos, T. Yoshida e Y. Ni-

mura, del Hospital Universitario de Osaka, evaluaron

la técnica para medir los vasos sanguineos del corazén.

A finales de afio, present6 y publicd su primer articulo sobre el tema. El documento,
titulado “A new method of mechanical vibration measurement and its application” (Un
nuevo método de medicién de la vibracién mecédnica y su aplicacién), mostré la visua-
lizacién de los movimientos del corazon.

Al ano siguiente, este mismo equipo publicé el documento “Ultrasonic Doppler method
for the inspection of cardiac functions” (Método Doppler ultrasénico para la inspeccién
de la funcién cardiaca), donde se describié el prototipo de medidor de flujo Doppler con
el cual fue posible distinguir las senales Doppler producidas por el movimiento de la
pared del corazén. En una reunién internacional celebrada en Londres 3 anos después
(La 3* Conferencia Internacional de Electrénica Médica), nombraron el equipo mencio-
nado anteriormente Cardiégrafo Doppler ultrasénico.

Como parte de su tesis de doctorado en ciencias médicas, Satomura (en colaboracién
con el neurélogo Ziro Zaneko) utiliz6 un medidor de flujo Doppler de nueva construccién
para producir datos sobre las velocidades del flujo sanguineo en los vasos de suministro
de cerebro periféricos y extracraneales mediante ultrasonido. Probaron que las senales
Doppler ultrasénicas de arterias y venas se pueden registrar desde la superficie de la
piel.

A la edad de 41 anos Shigeo Satomura fallecié debido a una hemorragia subaracnoi-
dea [16].

Ademas de las aplicaciones antes mencionadas el efecto Doppler se ha utilizado pa-

ra hacer vibrometros. Un vibrometro es un medidor de vibracion que informan sobre
las oscilaciones de alguna estructura, incluyendo la corteza terrestre. Dentro de los de-
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tectores de vibracién existe una clasificacion, de acuerdo a su frecuencia [1].

También este fenomeno ha sido utilizado en el audio. El altavoz Leslie fue inventado
por Donald Leslie (1911-2004) en 1937. El altavoz estd disenado como un dispositivo
de modificacion de sonido. Funciona segiin un principio simple: una fuente de sonido
direccional gira a velocidad constante (o variable) alrededor de un punto fijo. Usando
el efecto Doppler modula el sonido, imitando en cierta medida la resonancia del 6rgano
en un gran espacio de sala al proyectarlo en 360 grados. A medida que gira hacia el
oyente la velocidad relativa aumenta cualquier tono que produzca [64], [37].

3.3. Tomografias, introducciéon

La reconstruccién de una funcién escalar f(n) a partir de sus integrales de linea o pro-
yecciones en un dominio, asi como algunas de sus aplicaciones ya se trato anteriormente.
Existen otros tipos de aplicaciones, como el flujo sanguineo, donde la estimacion y la
imagen de un campo vectorial pueden ser esenciales para la extraccion de informacion.
En estos casos, los métodos de tomografia vectoral intentan reconstruir estos campos a
partir de mediciones escalares (proyecciones).

En 1977, Wells [66] fue el primero [50] en describir que habia detectado senales de flujo
sanguineo Doppler ultrasénicas que parecen estar asociadas con tumores malignos en
la mama femenina. Wells comenta: “Este descubrimiento puede llevar al desarrollo de
un escaner Doppler ultrasénico de alta velocidad que podria hacer que la deteccién de
cancer de mama sea practicable”.

Todos los modelos de tomografia de campos vectoriales tienen en comin que son inte-
grales de linea de un campo F' en una direcciéon r de una recta L:

R(F,L) :/F-rdr
L

El problema es recuperar el valor de F' conociendo los valores R(F, L).

Norton fue de los primeros en dar una descripcion detallada de las condiciones para
reconstruir un campo vectorial en dos dimensiones, escribe su articulo Tomographic
reconstruction of 2-D wvector fields: application to flow imaging de 1989 [55].

Antes de estudiar lo que hizo Norton se recordaran unas definiciones y propiedades de
campos vectoriales:

Si un campo vectorial representa la velocidad de un fluido, la divergencia (V- F') en un
punto indica como el fluido tiende a acumularse en él (sumidero) o alejarse (fuente).
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El rotacional (V x F') en un punto mide la tendencia a girar del fluido.

Si V- F =0 se dice que F solenoidal y si V x F' = 0 se le llama irrotacional.

El teorema de descomposicién de Helmholtz establece que si un campo vectorial F
de clase C? (dos veces diferenciable, con derivadas continuas) y cuya divergencia y
rotacional se hacen cero mas rapido que %2, puede ser expresado como la suma de un

campo vectorial irrotacional (sin rotor) y un campo vectorial solenoidal (sin divergencia)
F=-V¢+VxA

Ademas, el teorema de Helmholtz dice que se puede calcular F' si se conoce su diver-
gencia (VF) y su rotacional (V x F') y que es tdnico.

Norton demostré que solo se puede reconstruir la componente solenoidal, V x A, del
campo vectorial F' en un dominio acotado a partir de sus integrales de linea, pero en el
caso de que la divergencia de F' sea cero y se conozca el valor del campo en la frontera,
el campo puede ser reconstruido completamente.

Norton agrega en su articulo que su método se puede extender a tres dimensiones pero
fue Juhlin [41] en 1992 quien describié el método para campos vectoriales con diver-
gencia cero. Juhlin reconstruye completamente el campo a partir del efecto Doppler
acustico.

3.4. Tomografias, introduccion

Sea un campo vectorial F (z,y) = Fy (z,y)i + Fy (x,y) ] + +Fs (z,y) k y una curva
suave por partes C' con ecuacién paramétrica 7(t) =z ()i +y (t) j+ 2 () k, t € [a, b.
Recuérdese que que la integral de linea del campo vectorial F' a través de C' como
[F-di= [YF(F ) -7 (t) dt.

c

En la transformada de Radon la curva C serd una recta L. Por comodidad se simbolizara
como L(0,p) alarecta cos(f)x+sen(d)y = p, siendo 0 y p los mismos pardmetros usados
en la Transformada de Radon para funciones escalares, ver la figura 3-7.

La transformada de Radon para campos vectoriales se define como

R(F, L(0, p)) / F.dr (3-2)

L

La cual es una generalizacion de la transformada clésica de Radon a campos vectoriales.
El problema en cuestién es recobrar el campo vectorial F' conociendo las integrales de
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3. Transformada de Radon en campos vectoriales 3.4. Definicién y ejemplos

linea 3-2.

3.4.1. Ejemplos de la transformada de Radon en un campo
vectorial

Los ejemplos que se expondran serdn sobre una circunferencia (x — h)? + (y — k)? =
por lo cual se calculara primero los valores en los cuales una recta intercepta a la cir-
cunferencia.

Consideremos una circunferencia (z—h)?+(y—k)? = r? y la recta x cos(6)+y sen(6) = p.
x = —tsen(d) + pcos()

y = tcos(f) + psen(d)
Se hallaréan los valores de t, en los cuales la recta intercepta a la circunferencia:

La ecuacién paramétrica de la recta es y(t) = {

7 =(e = B+~ R =
=(—tsen(0) + pcos(f) — h)* + (tcos(#) + psen(f) — k)?
=t*sen?(0) + p* cos*(0) + h* — 2tpsen () cos() + 2thsen(d) — 2hp cos(H)
+ 12 cos?(#) + p® sen?(0) + k* + 2tpsen(f) cos() — 2tk cos(0) — 2kp sen(H)
=t> + p? + h® + k* + 2t (hsen(0) — k cos(8)) — 2p (hcos(0) + ksen(6))

Por lo cual queda la ecuacién:
t* + 2t (hsen(f) — kcos(6)) — 2p (hcos(6) + ksen()) + p* + > + k* —r* =0
El discriminante de la ecuacién anterior es:

4 (hsen() — kcos())* — 4 (—2p (hcos() + ksen(8)) + p* + h* + k* — 1)
= —4(hcos(0) + ksen(f) —p —r)(hcos(f) + ksen(f) —p+ 1)
t =— (hsen(f) — k:cos(@))
+ v/ —(hcos() + ksen(d) — p — r)(hcos(d) + ksen(@) —p+r)

Si (h,k) = (1,0) y r = 1 se tiene que t = —sen(f)x+/—(cos(d) —p — 1)(cos() —p+ 1)
S a = —sen(f) + /—(cos(d) — p — 1)(cos(d) — p+ 1)
ea
b= —sen(d) — /—(cos(d) —p —1)(cos(d) —p+1)
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a = —sen(d) + /sen2() + 2p cos(d) — p?
b= —sen(f) — \/sen2(0) + 2p cos(d) — p?
De los anterior se obtiene:

b—a=—2y/sen2(#) 4 2pcos(f) — p> (3-3)
a+b=—2sen(0) (3-4)
b? — a? =4sen(h)/sen2(0) + 2p cos(#) — p? (3-5)

(yz) sif(e—1Ly)<1

Ejemplo 1: F(z,y) =
(®:) 0 sil(z—1y)>1

/F -dr :/ (tcos(0) + psen(f), —tsen(0) + pcos(h)) - (—sen(f), cos(d)) dt
:/ —tsen(6) cos() — psen®(#) — tsen(d) cos(d) + pcos*(0)dt
:/ —2t sen(f) cos() + p (cos®(9) — sen*(0)) dt

b
:/ —tsen(26) + pcos(26)dt

b

(b* — a*) sen(20) + pcos(26) (b — a)

1 1
= <§t2 sen(20) + pcos(29)t> 5

1
=(b—a) (5 (a + b) sen(20) + pcos(29)>
Sustituyendo por las igualdades 3-3 y 3-4:
= — 2+/sen2(f) + 2pcos(6) — p? (— sen(h) sen(20) + p cos(26))
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(z,y) sif(z-1Ly) <1

Ejemplo 2: F(z,y) =
( 0 sil(z—1,y)>1

b
/F -dr :/ (—tsen(0) + pcos(d),tcos(f) + psen()) - (—sen(h), cos(d)) dt
:/ tsen®(0) — psen(0) cos(0) + t cos®(8) + psen(6) cos(6)dt

b 2
t 1
= [ tdt=— =
/a 2 2

Sustituyendo por la igualdad 3-5:
=2sen(f)/sen2(0) + 2p cos(f) — p

b

(4~ a?)

a

(—y.z) sil(z—1Ly)|<1

Ejemplo 3: F(x,y) =
(=.9) {O sil(x—1,y)>1

b
/F -dr :/ (—tcos(f) — psen(d), —tsen(d) + pcos(d)) - (—sen(d), cos()) dt

:/ tsen(f) cos(#) + psen?(6) — tsen() cos(f) + p cos®(6)dt

b
:/ pdt = pt

Sustituyendo por la igualdad 3-3:
= — 2py/sen2(0) + 2pcos() — p?

=p(b—a)

a
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(1,0) si|(z—1,y)| <1

Ejemplo 4: F(x,y) =
(=.9) {O sil(x—1y)>1

/7F dr :/ab (1,0 - (— sen(6), cos(6)) dt

:/ —sen(f)dt = —sen(0)t| = —sen(0)(b—a)

Sustituyendo por las igualdad 3-3:
=2sen(f)/sen2(#) + 2p cos(6) — p

En la figura 3-6 se pueden ver los senogramas de los ejemplos anteriores.

Figura 3-6.: Senogramas de los ejemplos 1 al 4

F(w,y):<y,ﬂs> F(Zl?7y):<ﬂ'),y>
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(z—y,xt+y siflz-1yl<1

Ejemplo 5: F(z,y) =
( 0 sil(zx—1y)>1

r —y=—tsen(d) + pcos(d) — tcos(h) — psen(d)
=—sen(f)(p+1t)+ cos(@)(p — 1)

x4y =tcos(f) + psen(0) — tsen(f) + pcos(0)

=sen(f)(p —t) + cos(0)(t + p)

F(v) = {cos(6)(p — t) — sen(0)(p + 1), sen(6) (p — t) + cos(0)(t + p))

F(v) -+
= (cos(0)(p —t) —sen(0)(p + t),sen(0)(p — t) + cos(0)(t + p))
- (—sen(0), cos(0))
=sen’(0)(p + t) — sen(0) cos(6)(p — t) + sen(f) cos(0)(p — t) + cos*(0)(t + p)

/F-dr
7
b 1
:/ (t+p)dt = <§t2—l—pt)

Sustituyendo por las igualdades 3-3 y 3-4:

b
1 b—
=5 (0 —a?) +p(b—a) = == (b+ a+2p)

a

/F cdr = 2\/sen2(9) + 2pcos(0) — p? (sen(f) — p))

~

3.5. Recuperacion del campo

Sea la ecuacion de la recta L, L : cos()z+sen(0)y = p. Siw = (cos(#),sen(d)) tenemos
que la ecuacién se puede expresar simplemente como w - (z,y) = p. Peter Juhlin [41]
considera a L y a w como objetos en el espacio, quedando la ecuacién definida como
L={r:w-r=p,r k=0}

La ecuacién paramétrica de L es y(t) = ( —sen(#), cos(#),0) t + p (cos(f), sen(h), 0). Si
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el vector velocidad F'(y) = ( Fy, F,, F3) tenemos que

F(y) -~ ={F1(y), F2(7), F5(v)) - (= sen(6), cos(6), 0)
= — Fi(y)sen(6) + Fy(v) cos(6)
=k - ( F3(y) sen(0), —F3(7) cos(0), Fa() cos(6) — Fi(7) sen(6))
| j k
=k - |cos(f) sen(d) O
Fi(y) B>) F()
=k - (wx F(7))

Por lo anterior: [, F(r)-dr = [, F(y)-~/dt = fL (w x F(v))dt.

Sélo es de interés obtener la transformada de Radon en regiones, por lo cual se puede
suponer F'(r) = 0 si r no esta en la region.

Consideremos una region acotada Ry un rectangulo formado por los segmentos de recta
como en la figura 3-7. La curva v = v, + 72 + ¥3 + 74. 72 como 74 estan fuera de la
regién se tiene que F(72) = F(y4) = 0 y por lo tanto [ F(r)-dr= [ F(r)-dr=0.

Q

0 L(0,p+e)

V2

Figura 3-7.: Integracion de Juhlin
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/WF(T) = /71+“/2+”/3+74 F-dr
:LlF(r)-dF+L2F(r) -df+[/3F(r) -dF+/MF(r)-dF

/ F(r) - dif = / F(r) - d + / F(r) - d7 (3-6)
v 7 RE
7 es la recta L(0,p) v 3 en la recta L(0,p + ¢€).
RELOP) = [ Fodf vy RELOp+a)=- [ Fear (3-7)
7 v3

v es la frontera de la region R, OR = . Por el Teorema de Stokes se sabe que

/8 RF-sz / /R curl(F) - kdR (3-8)

Por lo tanto uniendo las igualdades 3-6, 3-7 y 3-8

R(F,L(@,p))—R(F,L(Q,p—l—e))):/ F~dF+/ F.dr

7 V3

—/ -dF:/ F.dr
d

F
o7 R
/ / curl(F) - kdR
R

Si se divide por € y luego se aproxima € a 0:

_ I(F)-kdR
i R(F,L(0,p)) — R(F,L(0,p +¢)) :m%f i curl(F)
€—> € €—> €

[ [(V x F)-kdR

dp —lli% €
V x F)-idR 3
g L JpV X F) - :/ (V x F)-Edl
e—0 € 'r-Zu;T)p

(La anterior igualdad se demuestra en la subseccién 3.6)

aR(F,@i(H,p)) _/T'w_p (V x F)-kd (3-9)

z=
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El miembro derecho de la ecuacién 3-9 es la transformada de Radon para dos dimen-
siones, entonces se puede aplicar la transformada inversa de Radon:

Rt (PRAELED)

o ):(VXF)-E

De igual forma, si se rota el objeto se podra obtener V x F' - ;y VxFE- f, con lo cual
se obtendria el rotacional de F: curlFF =V x F.

Asi pues, a partir de las proyecciones del campo F, se puede reconstruir su campo
rotacional.

Por lo anterior, cabe hacerse la pregunta, si se conoce el rotacional de un campo vecto-
rial, jes posible saber cual es el campo vectorial?

La solucion no es unica, pero se puede determinar la familia a la que pertenece, como
se vera a acntinuacion.

Supongase que se tiene V =VxF.Sise aplica el rotacional a ambos miembros de la
igualdad se obtiene:
VxV=Vx(VxF)

Por la identidad que D-5 que dice V2F = V(V - F) — V x (V x F), se obtiene

VxV=VV-F)-VPF

Como V- F , la divergecia, se desconoce, se le puede asignar cualquier valor escalar K,
por lo cual se obtiene
VPF=VK-VxV

La cual es la ecuacion de Poisson, y se puede resolver usando la funciéon de Green:

ror == [ i

Siendo g = VK — V x V. [26]

Si se hace la suposicion adicional de que el fluido en estudio es incompresible y de que
el campo F' sea solenoidal, es decir, que la divergencia del campo F'es 0, V- F'=0, la
solucién serd tdnica. [42]
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3.6. Aseveracion de Juhlin

La proposicién dice:

1
lim (-/ 6.V % f(r)dS) _ / 6.V % f(r)di (3-10)
e—0 € Qe T;U:Es
Sea F(x,y,2) = Fi(x,y, 2)i + Fa(w,y,2)j + Fs(x,y, 2)k.

Para obtener una primera aproximacion a la demostraciéon de la proposicion, supoéngase

que el rectangulo de integracién tiene sus lados paralelos a los ejes coordenados y un
vértice en el origen: Q. = {(z,y) : 0 <z <a, 0 <y < e}

~ - 0 0
€Z'V X f(?“) :kv X f(?") = %FZ('x>y70>_a—yF1(xayao)
~ 0 0
/Q€ ez'v X f(fr‘)d‘s’_/Qe %FQ(:EJ%O) _a_yFl(x>y70)dS
0

_/ 5= Fa(,y, 0)dS — / aaFl(:E y,0)dS

// —ngy, Ydxdy — //—ley, )dydx

= FQ(a7y7O)_F2(an70)dy_/ F1($7670)_F1(xa0a0)dx
0 0

Para realizar el limite se aplicara L’ hospital:

lfm fOG FQ(aa Y, O) - F2(0> Y, O>dy

e—0 €

lin(Fg(a e,0) — F»(0,e,0))

a,0,0) — F5(0,0,0)

= F3(

“ Fy(z,¢€,0) — Fy(z,0,0)d a
iy Jo 122260 = Fi(, 0 )I:/ (%Fl(xoo)d

0

e—0 €

/ 2. -V x f(r)dS = Fy(a,0,0) — F(0,0,0) —/ (%Fl(x,o,())dx (3-11)
Qe 0
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Para calcular el segundo miembro de 3-10. v(t) = ti, t € [0,a] = ~/(t) =1

~ 0 o
/‘ws GZ-VXf(T) :/w a—FQ(Z[f y,O)_a_yFl($7y70)dl

9
—Ft — —Fi(t dt
/ A(4:0,0) = S Fi(1,0.0)df

0

S _9F
/0 5 5(t,0,0) oy 1(¢,0,0)dt

a ¢ 9
:FQ(t,0,0)|O—/O a—yFl(x,0,0)dx

:Fg(a,O,O)—FQ(O,O,O)—/ %Fl(t,o,o)da: (3-12)
0

*. como las ecuaciones 3-11 y 3-12 son iguales queda, demostrada la igualdad 3-10. [

Con la idea de la demostracién anterior, se repetira la demostracion anterior, pero en
el caso general, rotando los ejes para que quede un rectdngulo con ejes paralelos a los
ejes coordenados.

La proposicion dice:

1
lim (E /Q é. -V x f(r)dS) - /w é. -V x f(r)dl (3-13)

z=

Sea f('r7y7z> = Fl(l',y,Z);—i— F2(x7y7 Z)j—'_ Fg(l‘,y,Z)]g

. - ) 9
€z V x f(T') =k -V X f(r) = %FQ(SL}ZJ; 0) - 8_yF1<377y70) (3—14)
zcos(f) +ysen(d) =p
9 9 e
Supongamos un rectangulo definido por las rectas zcos(f) +ysen(d) =p +e
xsen(f) — ycos(h) = q
( (

0) —ycos(d) =q+ L

Sea (xg, yo) el punto de interseccion de x cos() +ysen(d) = p y wsen(d)—ycos(f) = ¢,
tenemos que (zg,yo) = (pcos(d) + gsen(d), psen(d) — g cos(6))

u = x cos(f) + ysen(d) — p;

v==xcos(f —mw/2)+ysen(d —m/2) — q = xsen(f) — ycos(h) — q
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{xcos(@) +ysen(f) =u+p M- 1
xsen(f) —ycos(d) =v+q
_|lu+p sen(d) | B

Ba = v+ p —cos(@)‘ = —(u+p)cos(t) — (v+g)sen(d) = = (u+p)cos(d) + (v+

q) sen(0) o
cos u+p

B = lsen(d) v+ p‘ = (v + p)cos(h) — (u+p)sen(d) = y = —(v+ p) cos(d) + (u+
e onl®)  sen®

sy |cos(0 sen(f) | B

gg“’”; ~ |sen(6) —COS(Q)' =l-1=1

R 0 0
/QE e, -V x f(r)dS —/Qe %Fg(m,y,()) — 8—yF1(x,y,O)dS

/ 3Fg(x,y,()) — 2Fl(ac y,0)dS = / _FQ (T (u,v), Ty(u,v),0)
Q. or a

0 «
— 8—yF1(Tz(u,v),Ty(u,v),0)dS

T, (u,v) = (u+ p)cos(f) + (v + q) sen(h)
T,(u,v) = —(v+q) cos(f) + (u+ p) sen(d)

1 (5 rc0 0
hm< /0 et Ty(u,fu),O)—a—yFl(Tx(u,v),Ty(u,v),O)dudv)
_/D 11_1% <1/0 %FQ(T (u,v), Ty(u,v),0) — ({)%Fl(Tx(u, v), T, (u, v),O)du) dv
:/O I (%Fg(Tx(e,v),Ty(e,v),O)—%Fl(Tm(e,v),Ty(e,v),O)) dv
:/OL 9 (10, ), 7,0, v), 0) %Fl(TI(O,U),Ty(O,v),O)dv

T,(0,v) = pcos(f) + (v + q) sen(d) = vsen(d) + x¢
T,(0,v) = —(v + q) cos(f) + psen(d) = —vcos(d) + yo

/ 2.V x f(r)dS:/o %FQ(TI(O,U),Ty(O,v),O)
9
- ST 0.0),T,(0,0), ) (3-15)
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3. Transformada de Radon en campos vectoriales 3.6. Aseveracion de Juhlin

Para calcular el segundo miembro de 3-13 se usara la parametrizacion:

() = {ygs R RS {ygi Ty ==L
Nétese adicionalmente que ~(t) = {zg; : ;[:z(((? ;) telo, L]
/= 2.V x f(r)dl :/ B aﬁpz(x,y,()) _ (%Fl(x,y,O)dl
: / = RB(T(0,1), T,(0,1)) — %Fl(TI(O,t),Ty(O,t),O)dt
/ 2 R(T.(0,0),T,(0,0))
— L R(T2(0,), T,(0, ), 0)dv (3-16)

Oy

.. Como las ecuaciones 3-15 y 3-16 son iguales, queda demostrada la igualdad 3-13. [
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4. Reconstrucciéon de una funcién a partir de sus integrales

4. Reconstruccion de una funcion a
partir de sus integrales

4.1. Introduccion

Si para cada pareja de numeros reales se conoce f; f(t)dt, ;cémo se puede calcular
f(z)? Para acotar las soluciones de este problema, se supondra que f es continua.
Por el teorema fundamental del célculo se sabe que si f es continua

F@) = [ f(0de= F') = f(a)

Los anterior significa que

F(z+h)— F(x)

f(x) =lim
z+h T
= lim Jo f(t)dth— Jo J(B)dt )
o S F 0 [ (@
h—0 h
z+h
= }111_% —fx f()dt (4-2)

Entonces, usando 4-2, podemos obtener los valores de f, o al menos, una buena apro-
ximacién. En la misma demostracién se puede observar que no es necesario tener todas
las integrales de todas las parejas, sélo se necesitan las parejas de la forma (a,x), y si
se estuviera en ese caso utilizamos la expresion 4-1.

., Qué hacer si sélo se tiene una cantidad finita de integrales? Es decir, se tiene que
resolver el problema:
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4. Reconstruccién de una funciéon a partir de sus integrales 4.2. Problemas

Sea P = {xo,x1,..., 2.}, vp—1 <z, k = 1,2...ny A={ay,...,a,}. Encontrar una

funcién f : [z, x,] — R, tal que f;:il f)dt =ag, k=1,2,...,n.

Lo que presentara a continuaciéon es la soluciéon de dicho problema, aumentado las

condiciones sobre la funcién a encontrar.

4.2. Problemas

Un primer problema digno de atacar es el siguiente:

Problema 0

SiU = U [zk,yx], JU es conexo?
k=1

La solucién a este problema estd dada en el siguiente algoritmo:

Algoritmo 1 Decide si una coleccion de intervalos cerrados es conexo.

Entrada Conjunto de parejas xy, yx, representando U = {[xg, yx| [k =1..

Salida Mensaje “Es conexo” o “Es disconexo” segin sea el caso.
Ordenar U con respecto a z; de forma creciente
b < minimo{yy | [zr,yx] € U}
m <0
for k:=1ton do
if 2, < b then
m4+—m+1
b < méximo{b, y;}
else
break
end if
end for
if n = m then
Salida < “Es conexo”
else
Salida < “Es disconexo’
end if

Y
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4. Reconstrucciéon de una funcién a partir de sus integrales

4.2. Problemas

Problema 1

Sea P = {zg,x1,..

STty T < xR, k=1,2...ny A={ay,..

., @, }. Encontrar una

funcién f : [z, x,] — R, tal que f;il f)ydt =ag, k=1,2,...,n.

Considérese la siguiente funcion:
-
Ty T
/ f(t)dt = / _ %
Tp_1 zp—1 Tk — Tk-1

Ak

Qn

El célculo de la integral:

dt =

Por lo cual queda demostrado que la funcién propuesta cumple con lo requerido.

Tp—Tk—1

In—Tn—1

six € [xp_1,xk)

sirz=ux,

a
—* . (Jik - 13/#1) = Qg
LT — Tk—1

]

Figura 4-1.: Solucién al Problema 1 con P = {1,3,6,8,9,11,13} y A ={1,4,7,3,1,5}

3

2

1

La solucion propuesta al problema esta formada por segmentos paralelos al eje X, ver

figura 4-1, por lo cual no es necesariamente continua. Ahora se complicard un poco

maés el problema pidiendo continuidad de la funcién:

Problema 2
Sea P = {xg,x1,...,x,}, vp—1 <z, k =1,2...ny A= {ay,...,a,}. Encontrar una
funcién continua en (zg, z,,), f : [zo, xn] — R, tal que f;k’il fO)dt = ag, k=1,2,...,n.

Al igual que para el problema anterior, se definird una funcién f definida a trozos. Para

ello se definiran n funciones fj:
fi(x)
fe()

— ai
T1—Z0

(xp—p_1)

= 2ak_fk71(wk71)(ml€2_wkil) (CC — xk—l) + fk—l(xk—l)v k= 2a sy
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4. Reconstruccién de una funciéon a partir de sus integrales 4.2. Problemas

f) = {fl(:v) si x € [xg, x1]

fr(x) siz € (xp_q,xy

Se demostrara que cumple con el valor de la integral y que es continua:

/ F(t)dt = sz ml“ ” sik=1
fmk ) pLit (;(:kxi)(g% e 1)(1? —xp_1) + fro1(xp_1)dt sik>1
Sik=1:

/f(t)dt:/ B og=—" 4 =Y (-2 =
0 o

Tl — X 1 — X t=z0 1 — X

Sik>1:

f(t)

fk ;ixi ;i(fl;Q_ Lk— 1) (t — 33]@71) —+ fkfl(xkfl)dt

<26Lk — fe—1(zp—1) (g — 1) . (t — xp_1)?
T — Tp—1)? 2

J, o
-

Tk

+ fk_l(a:k_l)t)

ay — fkf1(33k71)(37k - 33k71) ) (33k - $k71)2
(X — xp—1)? 2

=ay — fe—1(Tr—1)(@r — 2p—1) + foo1(@r—1)(Tk — 221)

=q; O

Por ser un conjunto de segmentos de recta, sélo basta demostrar la continuidad en sus

=2

+ fo1(@p—1)(2p — Tp—1)

extremos, es decir, en los nimeros x.
Se debe demostrar que f(zg) = lim f(x).
T—Tp

fax) =fi(y) (4-3)
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4. Reconstrucciéon de una funcién a partir de sus integrales 4.2. Problemas

Para calcular lim f(x) se calculara el limite por la derecha y el limite por la izquierda
T—T

defenzy, k=1,...,n—1

xlgilf f(x) = xlilil* fe(z) = fr(wr) (4-4)
xligg f(z) = xligﬂ frer1()

— lim (2‘”““ _(f Mot ZT8) () gy fk(xk))

r—z Tpi1 — Tp)?
= fr(z1) (4-5)
Por 4-4 y 4-5 lim f(z) = lim f(z) = fe(zr) = lim f(z) = fe(zx) (4-6)
-y =) T},
Por 4-3 y 4-6 xll)r;lk f(x) = fwr) . f esuna funcién continua. [ (4-7)

Figura 4-2.: Solucién al Problema 2 con P = {1,3,6,8,9,11,13} y A = {1,4,7,3,1,5}

4
3
2

1

o 1 2 3 4 L 8 7 El 9 10 ~h 12 13

En la figura 4-2 se puede observar un ejemplo de una funcién continua construida con
la funcién propuesta. Notese que la funcién no es derivable en todos sus puntos, asi
pues, se resolvera a continuacién el siguiente problema:

Problema 3

Sea P = {xg,x1,..., 2.}, tp1 <z, k = 1,2...ny A={ay,...,a,}. Encontrar una
funcién f : [zg, x,] — R, tal que fmi’il f)dt = ag, k = 1,2,...,n y sea derivable en
(zo,xp)-

Al igual que en Problema 2 se definira f a con n funciones f:

filz) = 2

a 20— —x a
folz) = <xk,§k71 - fk_1(xk_1)> sen <7r Q(Ikﬁxkfj;> +o 2 k=2...,n
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4. Reconstruccién de una funciéon a partir de sus integrales 4.2. Problemas

f() = {fl(a:) six € [xg, 2] (48)

fr(@) stz € (wp_1, 4]

Por lo visto en los problemas anteriores:

(k) = / L S, (4-9)

w1 Tk — Tk—1

Ahora se obtendra la integral del término que contiene al seno.

o o N 20 — T — Tp—1
Lr(k) = /xk_1 ($k — T fkl(xkl)) > (W 2(wk — T-1) > "
L(k) = — (T — 211) < Ak — fk_l(l‘k—1>> COS (7r2$ — Tk xk_l)

™ T — Tk (% - $k—1)

Tk

o 2(zp — Tp—1) ay T o
IQ(k) T 27 (Qik — Tk-1 B fkl(xkl)) o8 (5)
N 2(xy, ;Trﬂsz—l) (xk _‘L’;k_l _ fkl(xkl)) cos <—g>
I (k) =0 (4-10)

Ahora se comprobard que cumple con el valor de la integral pedida usando 4-9 y 4-10:

L(1 k=1 k=1
fzx’“ f(t)dt _ j:k fk(t)dt _ 1( ) S1 _ ay S1 _
- k-1 LK)+ 1(k) sik>1 ap+0 sik>1

Como f es una funcién formada por curvas sinusoidales, las cuales son derivables, s6lo

g

basta comprobar que f es derivable en z, parak=1,...,n— 1.
Primero se calculard f(xy) = fe(zk):

Sik=1:
f1($1) =

Qg
_ 4-11
T — Tp—1 ( )
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4. Reconstrucciéon de una funcién a partir de sus integrales 4.2. Problemas

Sik>1:
20, — Tp — T
Fuly) = (L — fk1(ivk1)> sen (W Ty — T — T 1) L

Ty — Th—1 2(x) — K1) Ty — Th—1

ayg ™ ag
fic(&?k) = (m - fk1(96k1)> sen <§> + m
fr(wr) :ﬁ — fe—1(xk—1) (4-12)

Ahora se calculard la derivada:

h—0 h h—0 h
La derivada por la izquierda:
. flar+h) = felwe) o felve +h) = fulze) _
. h = h = Jiloe) =0 (4-14)
La derivada por la derecha:
lim [z +h) — frlxr) — lm Jesr(@r +h) — fe(we) (4-15)

h—0+ h h—0 h
Sea Ay = fr1(wx) — fr(ar)
Jer1(zp +h) = (& - fk(a:k)> sen (7r

2([L‘k + h) — Tt — $k>

Ty1 — T, 2(Tpr1 — xp)
Ak+1
+ PR
T+1 — Tk

= (& - fk(il’k>> sen (w% G xk)) TN

Tht1 — Tk 2(Tpy1 — k) Tht1 — Tk

gt hm T Qpt1
= (—+ — fk(xk)> Sen (— - —) + LA
Tpy1 — Tk, Tpy1 — T 2 Tp1 — T,
Aft1 hx (ki1
= — _ fk(xk) COS +
Tp41 — Tk Th41 — Tk Th41 — Tk
Qi1 hm hr
- (1 — cos (— + fr(xg) cos | ———
Tp41 — Tk Tpy1 — Tk Tpt1 — Tk

h
Tk+1 — Tk Tk+1 — Tk
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4. Reconstruccién de una funciéon a partir de sus integrales 4.2. Problemas

_ hm
Ifm i <”“’”> o lim 2Y = iy Ser@ £ R) = Ju(@)
h—0 h h—0 h  h—0 h

=0

Al ser la derivada por la derecha y por la izquierda iguales en xj, resulta que f es
derivable en xy, por lo cual es derivable en (zg,x,). Por lo tanto, la funcién sugerida
4-8, cumple los requerimientos del problema. O

Figura 4-3.: Solucién al Problema 3 con P = {1,3,6,8,9,11,13} y A = {1,4,7,3,1,5}

5
4

3

ra

Problema 4

P={xg,x1,...,20}, Tpo1 < g, k =1,2...ny A= {ay,...,a,}. Encontrar un poli-
nomio f : [zg, x,] — R, tal que f;:_l ft)dt =ag, k=1,2,... n.

Sea f(x) = by + by + bpa? + -+ + by_ya" Tt = Y17 bja
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4.2. Problemas

4. Reconstrucciéon de una funcién a partir de sus integrales
R

ay = / f(t)dt = / bl dt = b;
Z Z T,
j+1 n—1 j+1 n—1 Jj+1 J+1

T T T — X
- b k — b k_lz bu
Z]j+1 ;Jj+1 ;J j+1

Tk

-1

7=0 J 0
n e
:ijil k k—1
j=1
Sip=| : |.A= y M = (mig), mij = = (o] =)
bnfl Ap—1
Ty — Xg %(55% - w%) %(551 —23)
17,2 2 1
M= 132?% 3 (75 — x7) o (23 _SE?)
Tp =y 3@k —ady) o E(an—a)

Se obtiene la ecuacion: MB = A

Para que la ecuacién anterior tenga solucién tnica, basta demostrar que el determi-
nante de M es distinto de cero. A continuacién se obtendra el determinante de M. Sea

D = det(M).
Cada columna j, C; tiene de factor a a %, por lo cual
Ty —1x TP — 1} rh —
2 2 n n
1 To — X1 x5 — Ty xhy — af
D = —det
n!
2 2
Ty — Tp1 Th — Xy 4 -+ XTn—ap_

D se puede ver como una funcién polinémica de n + 1 variables, (xq,x1, 22, . ..

es de grado "H)

Tn) Y

Como la suma de renglones no altera el determinante, si j > ¢, al renglén j se le pueden

sumar todos los renglones desde el ¢ hasta el 7 — 1 obteniendo el renglén:

2 2 n n
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4. Reconstruccién de una funciéon a partir de sus integrales 4.2. Problemas

Lo anterior demuestra que x; — ;_1 es un factor del polinomio D. Por lo tanto

D=2 TI () (116

T 0<i<j<n

El producto 4-16 tiene tantos factores como parejas (i,j) existen 0 < i < j < n, es
decir @, por lo cual k£ debe ser una constante.

Para obtener el valor exacto de k nétese que el coeficiente de 27 - 2"'~1 - 275 --- 22 - 2,
en el producto 4-16 es %

Por otra parte, para obtener ese término en el determinante se deben multiplicar los
términos de la diagonal, los cuales todos tienen coeficiente 1, por lo cual % = j:%, de
aqui que k = +1.

Por 1ltimo, por la definicién del determinante,

det(A) = Z (sgn(a) H ai,gi>

[

donde la suma se calcula sobre todas las permutaciones o del conjunto {1,2,...,n}. o;
es la imagen de 7 en la permutacién o y sgn(o) es 1 si la permutacién es par y —1 si la
permutacion es impar.

En el caso de la diagonal o(7) = i, la cual es una permutacién par, por lo cual sgn(o) = 1,
por lo tanto k = 1 y el sistema M B = A tiene soluciéon tnica, por lo cual se puede
concluir la siguiente proposicion:

Proposicién 4.1. Sean € N — {0}, {zo,x1,...,2,} CR, 241 <, VE=1,2...ny
{a1,...,a,} CR.
Existe un unico polinomio p de grado a lo mas n — 1 tal que

Tk
/ p(t)dt = ag, k=1,2,...,n

Tp—1
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A. Implementacién del algoritmo de aproximacién de ART

A. Implementacion del algoritmo de
aproximacion de ART

#include <stdio.h>
using namespace std;
class recta{
public:
double a[100],b;
}rec[100];
double pto[100] [100] [100] ,xy[100];
int i,j,n,m,veces;
double x,y;
int main(){
printf("Escribe la cantidad de rayos (n)\n");
scanf ("%d",&n) ;
printf ("Escribe la cantidad de variables (m)’\n");
scanf ("%d4",&m) ;
printf ("Escribe la matriz de n renglones por m+l columnas ’\n");
for(i=0;i<n;i++){
for(j=0;j<m;j++){
scanf ("Y1f" ,&rec[i].al[j]l);
}
scanf ("%H1f",&rec[i] .b);
}
printf("Cantidad la cantidad de iteraciones\n");
scanf ("%d",&veces) ;
printf ("Punto iniciall\n");

for(i=0;i<m;i++)
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A. Implementaciéon del algoritmo de aproximacién de ART

scanf ("%1f",&xy[i]);
for(int k=1;k<=veces;k++)
for(i=0;i<n;i++){
double aux=0,norma=0;
for(j=0;j<m;j++){
aux+=rec[i].a[jl*xy[j];
normat+=rec[i].al[jl*rec[i].alj];
}
for(j=0;j<m;j++){
ptolk] [1] [j1=xy[jl+(rec[i] .b-aux)*rec[i].a[j]/norma;
xy[jl=ptolk] [i] [j];
}
}
for(int k=1;k<=veces;k++){
printf ("%d\n",k);
for(i=0;i<n;i++){
for(j=0;j<m;j++)
printf ("%.51f ",ptolk] [i][j]1);
printf ("\n");
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B. Cédigo de la Transformada rapida de Fourier

B. Codigo de la Transformada rapida
de Fourier

#include <stdio.h>

#include <algorithm>

#include <math.h>

#include <vector>

using namespace std;

class complejo{

public:
double a,b;

I

complejo operator + (complejo z,complejo w){
complejo r;
r.a=z.atv.a;
r.b=z.b+w.b;
return r;

b

complejo operator - (complejo z,complejo w){
complejo r;
r.a=z.a-vw.a;
r.b=z.b-w.b;
return r;

+

complejo operator * (complejo z,complejo w){
complejo r;
r.a=z.a*xw.a-z.b*w.b;
r.b=z.a*w.b+tz.b*w.a;
return r;
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B. Cédigo de la Transformada rapida de Fourier

complejo operator * (int z,complejo w){
complejo r;
r.a=z*y.a;
r.b=z*w.b;
return r;
}
double pi=acos(-1.0);
complejo arr[2000],p[2000];
long long N=32,1i;
std::vector<complejo> fft(int k,int r,int n,complejo w){
vector<complejo> par,impar,y,dos;
complejo a,rc;
if (n==1){
//return y;
printf("%d ",r);
a.a=r;
a.b=0;
y.push_back(p[r]);
return y,
}
elseq{
// w.a=cos(2%pi/N);
// w.b=sin(2%pi/N);
a.a=1;
a.b=0;
par=fft(2*k,r,n/2,w*w) ;
impar=£fft (2%k,k+r,n/2,wkw) ;
int j=0;
y.resize(n+1);
for(int i=0;i<n/2;i++){
y[i]=par [i]+a*impar[i];
y[i+n/2]=par[i] -a*ximpar[i];
a=a*w;
J=3+2;
}

// for(int i=0;i<j;i++)
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B. Cédigo de la Transformada rapida de Fourier

// printf("%.01f ",y[i].a);
//  printf("\n");
/*
y.push_back(par[i]+impar[i]*a) ;
for(int i=0;i<n/2;i++)
y.push_back(par[i]-impar[i]*a); x/
return (y);

}
complejo pol(complejo x){
complejo r;
r.a=0; r.b=0;
for(i=N-1;i>=0;i--)
r=p[i]+r*x;
return r;
}
int main(){
char car=’1’;
int t=0;

complejo z,w,r;
vector<complejo> res;

arr[0] .a=1.0;
arr[0] .b=0.0;
N=16;
for(i=1;i<=N;i++){
pli-1].a=1i;
pli-1]1.b=0;
+
//for(i=0;i<N;i++)
//printf ("%,.41f %.41f\n",arr[i].a,arr[i].b);

//while (N<130)

{
z.a=cos (2.0%pi/N);
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B. Cédigo de la Transformada rapida de Fourier

z.b=sin(2.0*pi/N);
w.a=1,;
w.b=0;
res=fft(1,0,N,z);
printf("\n");
for(int i=0;i<N;i++){
printf ("%2d %.31f+ %.31f ",i,res[i].a,res[i].b);

r=pol(w);
printf (" %.31f+ %.31f \n",r.a,r.b);
W=W*Z;
+
// printf("N=%,.211d: %.41f %.41f\n",N,z.a,z.b);
N=2x*N;
}
}
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C. Funcién Beta

C. Funcion Beta

Se define paraxz >0y y >0

1
Bla,y) = / (1 — )Lt
0

La funcién anterior es comunmente conocida como la funcién Beta.
Propiedades:

s B(u,v) = B(v,u)

Demostracion. Se hard la sustituciéon u =1 —t = du = —dkt.
1 0
Bla,y) = / (1 — )Lt = / (1= u)™Lu (—du)
0 1
1 1
:/ w1 —u)* du = / 11 —t)*'dt = B(y,z)
0 0

[(2)C(y)

T +y) (¢

B(x,y) =

Demostracion. - - o e
['(x)(y) :/ e_ttm_ldt/ e "r¥ " dr :/ / e v dtdr
0 0 o Jo

Se hard el cambio de variable t = uv y r = u(1 — v).

L como 0 <r <ooy0<t< oo, seobtiene () <u < ooy

u=r+tyv= 5,

0<v<l.
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C. Funcién Beta

El Jacobiano del cambio para el cambio de variable es:

= lo(—u) — u(l ~ )| = | ~u| = u

- v U
ll1=-v —u

La tultima igualdad es debido a que u > 0.
oo 1
I(2)T(y) = / / e (v (u(1 — v))ududy
o Jo
e 1
:/ / e u T (1 — v)Y  dudv
o Jo
oo 1
:/ e_“u””+y_1du/ v N1 — ) e = Tz +y)B(x, )
0 0

Por lo tanto B(x,y) = Fr(fz)i;y))

» B(z,y) = fooo (tx—ildt

t+1)= Ty

Demostracion. Se hard el cambio de variable ¢t = #1 = dt = mdu

1
B(z,y) :/ "1 —t)vldt
0

e U ol U -1 1
— 1— —d
/0 (u+1) ( u+1) (u+1)2u
o/ w \l/ 1\t 1
= d
/0 (u+1) (u+1) (u+1)2 Y

o] uz—l o) t$—1
= — du :/ ——dt
/0 (u+ 1)x+y 0 (t + 1>x+y
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C. Funcién Beta

= [{(b =07t — )t = (b— @) Bla,y)

Demostracién. Se haré el cambio de variable ¢ = =2 = dt = ﬁdu

Lo y—1 b ru—a\"! u—a\’"" 1
B = 1 =)V dt = 1- d
e = [ eramgma- [(G20) (1-520)

bu—a) M (b—u) 1

:/a b—a)" ' (b—a) b~ 2
:(I)T]W / (u—a)""(b—u)? " du

Como B(z,y) = B(y,x) se obtiene:

B(z,y) :W / (u—a)?  (b—uw) " du

/ b—t)"""(t—a) "dt = (b—a)"" " B(z,y)

[l
%
B(z,y) = 2/ cos® ! (u) sen® " (u)du (C-2)
0
Demostracidn. Se haré el cambio de variable t = cos?(u) = dt = —2sen(u) cos(u)du
1
B(z,y) = / N1 — )Yt
0
0
- / (COS2(’LL))I71 (1- COSQ(’LL>)y71 (—2sen(u) cos(u)du)
© oo
= —2/ cos®* 2 (u) sen® 2 (u) sen(u) cos(u)du
3
= 2/2 cos® 1 (u) sen® ! (u)du
0
O
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C. Funcién Beta

Demostracion. Se aplicard la igualdad C-2:

B(x,—
2

1 3
> =B (E,x) :2/ 0082%_1(10) sen®” ! (u)du
0

™

= /2 sen®~*(u)du

0

s D(2)D (z+ 3) =272 /7T(22)

Demostracion. Por la igualdad C-2:

™

B(z,z) = 2/2 cos® ! (u) sen®* ! (u)du
0

Se hard el cambio de variable u = £ = du =

B(zx, )

jus

2/02 (sen(u) cos(u))* " du

us 2 2x—1 1 s
2/2 sen(2u) du = /2 sen®* "1 (2u)du
0 2 223:—2 0

dt

1
2 2

1 T 1 1 T
229:2/ senzx_l(t)ﬁdt: 223:1/ sen®* 1 (t)dt
0 0
1 ]

55 -2/0 sen®* 1 (t)dt

Aplicando C-3 se obtiene:

B(zx, )

1 1
~ 9201 B (m, 5)
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C. Funcién Beta

Aplicando C-1:

P@@)l(z) 1 T@T(5)

T(2z) 2% ( +1

Pl (z+3) 1 1
I(x) =gt TEOT (5)

[(x)T (x + 5) = 2172 /7T (27)

/ (@) M di= B (% A) (C-6)

—a

Haciendo uso la propiedad anterior y haciendo z = y = A, con limites de la
integral —a y a obtenemos:

/a (a—t) (t+a)dt = (a+a) BN

—a

/ ’ (> = 2" dt = (2a) P B(A, A) =

a

Por la ecuacién C-5

¢ A-1 22—1 1
/a (a* = *)" " dt = (2a) 22)\ o ()\, 5)
/a (aQ—tz)/\fldt 92A-1,20~1 B()\ )

a 22>\ 1 )

“ - 1

/ (> =) dt = 'B (A, 5) 0
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D. Funciones vectoriales

D. Funciones vectoriales

D.1. Definiciones preliminares

El stmbolo nabla (V ) se usa como un operador diferencial, el cual se define formalmente

COIMo:

0 0 0
V=_—i+——j+-k
ox 8y'] 0z
Hay tres operaciones esenciales con este operador:
s Vf, gradiente.
» V- f, divergencia .

= V x f, rotacional

El gradiente se define como V f = %i + %j + %k-

D.1.1. Laplaciano V>

El operador V2 puede operar sobre un vector o un escalar.
El Laplaciano sobre un vector v se define como:

Vi = (V-V) (D-1)

1El sfmbolo V se llama nabla, por ser muy parecido al instrumento que lleva, este nombre.
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D. Funciones vectoriales D.1. Definiciones preliminares

Asi pues, si v =ai+ bj + ck

0 0 0 0 0 0
2 . _ o . . . .
Vv =(V-V)v ((—axl + —ay,] + —azk> (—axl + —ayj + —8zk>> v
0? 02 0? . )
= (@—Fa—fﬁ-ﬁ) (a1+bj+ck)
0? 0? 0? 0? 0? 0?
(a5 it (Gt g o) b

— a2a+a2a+82a '_|_ 8_264_8_2[)4_@ 1
S\ 0z2  oy? 022 ! ox?  O0y? 022 J
2 2 2
+<8—;+E+ac)k (D-2)

El Laplaciano sobre un escalar F' se define como

V2F=V-: (VF) (D-3)
Entonces

o. 0. 0 oF., OF, OF
_O°F N O*F N 0*F
S 0x2 Oy 022

A continuacién se tratard la divergencia y el rotacional.

D.1.2. Divergencia

Supongamos F'(z,y) = Fi(x,y)i+ Fy(x,y)j es un campo vectorial de un gas y queremos
calcular la densidad del fluido de un pequeno rectangulo R que se encuentra dentro del
dominio de F'. Eso lo podemos calcular con la operacion

Flujo a través de la frontera de la regionl

area de la regién
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D. Funciones vectoriales D.1. Definiciones preliminares

Supongamos que los vértices del rectdngulo son (z,y), (x+h,y), (x+h,y+k), (x,y+k)
por lo que su area sera hk.

(x,y +k) jT (x+h,y+k)

—i ¥ i

oy _ by
S ;

El flujo que atraviesa verticalmente aproximadamente es:

F(x,y +k)h-j+ F(x,y)h - (=]) =F(2,y + k)h — Fy(x,y)h

k
9y

El flujo que atraviesa horizontalmente aproximadamente es:

F(x + h,y)k-i+ F(x,y)k - (=) =F(z + h,y)h — Fi(x,y)h

h
ox

Por lo tanto:

OF (z,y) OF>(z,y)
Flujo a través de la frontera de la region B ( 1a:s + 283, ) hk

area de la regién hk
:(9F1($,y) +8F2('T;y>
ox dy

En un punto P la expresiéon anterior nos indica la tendencia del fluido de alejarse o
aproximarse a P, por lo que se llamaria a P fuente o sumidero segin corresponda,
respectivamente.

A la densidad del flujo se le da el nombre de divergencia y su definicién formal es:
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D. Funciones vectoriales D.1. Definiciones preliminares

La divergencia de un campo vectorial F' = Fii+ Fyj + F3k (divF)
F E E:
se define como: divF:V-an ! +8 2+8 3
Ox dy 0z

Si la divergencia de un campo F' es 0, se le llama incompresible o solenoidal.
Ahora definamos la densidad de circulacién para el mismo rectangulo como

Circulacién alrededor del rectangulo
area del rectangulo

La suma de la circulacién de la parte inferior y superior es:

F(x,y) -ih + F(z,y + k) - —ih =h(F\(z,y) — Fi(2,y + k))
_pp Bl y) — kFl(x,y +k)
aFl(may)
dy

~ — hk

La suma de la circulacion de la parte izquierda y derecha es:

—k(Fy(x + h,y) — Fy(x,y))

F(z,y) --jk + F(x + h,y) - jk
Fy(x + h,y) — Fa(x,y)
h

=hk

~ aFQ(‘Tay)
Nk —a

Circulacién alrededor del rectangulo < dy o
B hk ox dy

area del rectangulo
A la densidad de la circulacién se le da el nombre de Rotacional o Rotor, el cual se

_ OF1(z,y) OF>(z,y)
+ ) hk _ OFy(z,y) OFi(z,y)

puede extender a R3:
F = Fi+ Bj+ Fsk, (rotF?) se define como:

i j k
rotf = %—@ 1— OF; 0F j+ %_@ k — a@ 82 aﬁ —VxF
oy 0z Ox oy x  dy 9z

Fi Fy F3

ox 0z

2En algunos libros lo simbolizan como curlF, por el verbo en habla inglesa curl que significa enroscar.
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D. Funciones vectoriales D.1. Definiciones preliminares

El rotacional (rotF') de un campo F' en un punto P, da por resultado un vector paralelo
al eje de rotacién de las lineas del flujo.
Por ejemplo, para el campo vectorial F(z,y,z) = —yi + xj, el cual se ve en la figura.

Las lineas del flujo para el campo son circulares, y presentan una rotacion en sentido
contrario a las manecillas del reloj. El eje de rotaciéon debe ser un vector perpendicular

al plano XY, cual se verifica al obtener su rotacional:

i j k
o) o) o)
-y z 0

Por otra parte, para el campo vectorial F(x,y,z) = xi + yj, el cual se ve en la figura,
son rectas, por lo cual no hay rotacién en algin punto. El rotacional de este campo es

0:

i j k
_ 0 o) el
r oy

Cuando se tiene que para algin punto rotF = 0, se dice que el campo vectorial es
irrotacional en ese punto, lo cual quiere decir que el fluido no tiende a rotar en ese
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D. Funciones vectoriales D.1. Definiciones preliminares

punto. Si para todo punto se tiene que el rotacional es cero, se dice que el campo es

irratocional. Es decir:

I es un campo irrotacional < V x F' =0

Algunas propiedades

Propiedad 1
VEF=V(V-F)—=Vx(VxF) (D-5)

Demostracion. Sea F'= Fii+ Fbj + F3k

OF, 0Fy, OF;
CF) =
V(V-F) v(ax+8y+8z)
0 8F1+(9F2+8F3 i—l—g 8F1+8F2+8F3 )
~ 0z \ Ox Jy 0z Oy \ Oz dy 0z !
0 (0F, O0F, OF;
+&(ax T az>k
OPF,  0°Fy,  O0*Fy)\, OPF,  0°Fy, O°Fy\ .
= + + 1+ + +
0x?  Oxdy 0x0z oyor  Oy*  Oyoz

0*F,  0°F, O°Fy
i (828$ v 020y * 022 ) k (D-6)

aF3 OF,\. (0F, OF\. (0F, OF,
F) Oy 02 Ofy _0n Ofy 0%y
v (Vo VX ay az) (ax 82) +<8x a;,) )

J k

9 9

oy 0z
8F3 - 8F2 8F3 4 dFl 0F,  OF;
0z ox oy

2(%_@> _Q(_%+@>)
Oy \ Ox dy 0z ox 0z
0 (0F, O0F 0 (0F; OF,
87(%_8_3) _@(a_y_g»

0 oF; 0F, 0 [(0F; O0F,
+k(%(‘%+5)‘a—y(a—y—§)>
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0?F, 0°F, 0*F3; O°Fy\ .
VX (VX F) = (6yax_ 0y? +828x_ 822>1
_82F2 N 0?Fy N 0 F3 B O?F,)\
0x?2  Oxdy 020y 022
0?F;  0*F,  0*F3; O*F
_ofs 1 3 2 )
or?  0xdz  0y*>  0Oyoz

Al restar a la ecuacién D-6 la ecuacién D-7 se obtiene:

82F1 (92F1 82F1 .
V(V-F)—VX(VXF)—(ax2+ay2+822)1
0 F, N O F, N PR\ .

0x? oy? 0z J

0?F;  0*Fy  O?F

3 5 3

0x? oy? 0z

D.1. Definiciones preliminares

>k:V2F

Propiedad 2:

F-VG=-G(V-F)+V-(GF) (D-8)

Demostracion. Sea F'= Fii+ Fbj + F3k

V- (GF) =V - (GRi+ GFj+ GFk) = (agfl - aca;f + 3553)

_(OFR  _0G oF, . 0G OFy . 0G

~( OF 0F, O0F3 oG oG oG
= (G g +G@y +G52 ) + <F1%+F28_y+F3E)
L (OFy  OFy,  OFy

(0;6 * dy - 8z)

. . oG, 0G., 0G

—G(V-F)+F-VG
F-VG=-G(V-F)+V-(GF)
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D. Funciones vectoriales D.1. Definiciones preliminares

Propiedad 3:
FxVG=G(VxF)-Vx(GF) (D-9)

Demostracion. Sea F'= Fii+ Fbj + F3k

V x (GF) =V x (G(Fii+ Fyj + F3k)) = V x (GFi+ GFj + GFK)
<aGF3 8G’FQ> . (0GF3 6GF1> i) (8GF2 8GF1) .

Ay 0z o Oz o Dy
= (G%—Z‘”’ —G%ﬂ%% —FZ%)i
- (G%—G%JFFQ% —E%) k
=G (%—Z‘”’ — %) i+ <F3%—j —Fgg—f)i
G (% - %—];1) k + <Fgg—§ —E%—j) k

B oF; 0F,)\. oF; OF;\ . oF, O0F,
_G(<8y 82)1 (8x 02)J+(ax ay)k>

() 2 ()

0z oy 0z ox
oG oG
k(Fl— — F,—
’ (1ay ax))
i j k
=G(VxF)-|F F F|=G(VxF)-Fx(VG)
oG 9G  0G
ox oy 0z

Fx(VG)=G(V x F)—-V(GF)
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D. Funciones vectoriales D.1. Definiciones preliminares

Proposiciones

Proposicion 1:

: _ 1 . —
Si F(z,y,2) = Y Ey s e o (x,y,2) # (%0, Yo, Yo), entonces V - VF = 0.

Demostracién. Por simplicidad sea r = /(x — 20)2 4+ (y — y0)? + (2 — 20)?

oF T — xg oF Y — Yo oF z— 29
o A - B = - _
ox rs "oy 73 " Oz rs ¢=
VF (x g Yoy 2 —SZOk)
73 r r
0A (Y —w)* + (2 — 20)* — 2(z — m)*
Ox P ’
OB (v —w9)* + (2 — 20)* — 2(y — w0).
oy P ’
9C _(x —20)* + (y — y0)* — 2(2 — 20)°
0z rd
(v —90)* + (2 — 20)* = 2(x =) | (# —20)* + (2 — 20)* = 2(y — %)
V-VF = -
(2 —10)* + (y — 90)* — 2(2 — 20)° 0
7o N
]
Proposicién 2: V x VF =0
Demostracion.
5 i j k
V x VF =V x <a—+—.1 o ): % w =
or  oF  OF
ox oy 0z
[ OF O*F v 82F_82F k=G
“\oyoz (928y 8x(92 020z Ox0y  Oyox B
]
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D. Funciones vectoriales D.1. Definiciones preliminares

Proposiciéon 3: V-V x FF'=0

Demostracion. Sea F'= Fii+ Fbj + F3k

i j Kk
V-VXF=V-|g & &
Fy Fy, F3
B 0F; 0Fy\ . 0F; O0F ). 0F, 0F
=V (&y 82)1 (8x 62)J+(8m 8yk>

B 02F3_82F2 B 82F3_82F1 N 82F2_82F1 _0
-\ 0zdy  0x0z Oyor  0yoz 0z0x 020y )

Teorema de Gauss (Teorema de la divergencia)

Primero se ilustrard con dos ejemplos el Teorema:

Se tiene un contenedor lleno con algin tipo de gas. Si el gas se empieza a expandir pero
el contenedor no se expande, jqué sucedera? Al ser el contenedor rigido el gas debe
escapar del contenedor de alguna forma.

Se tiene una llanta de acero y se introduce aire a la llanta, jqué pasa con el aire dentro
de la llanta? El aire dentro de la llanta se comprimira.

Si un campo vectorial F' representa el flujo del fluido, entonces la divergencia de F'
representa la expansion o comprension del fluido. El Teorema de la divergencia dice que
la expansion total del fluido en el interior de una regién tridimensional F es igual al
flujo en la frontera del F.

Sea F' un campo vectorial cuyas funciones componentes tienen derivadas
parciales continuas en una regién abierta que contiene a V.

El Teorema de la Divergencia aplicado a un campo vectorial F' es:

/V~FdV:/F-ndS
1% 5

donde V' es una regién sélida simple y S la superficie frontera de V, y n

es un vector normal unitario de S apuntando hacia afuera.
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D. Funciones vectoriales D.1. Definiciones preliminares

Se estudiard ahora la expresion

Sea S es una superficie esférica, de radio R, centrada en r = ry. Haciendo uso de la
definicién de V3¢ = V - V¢ , asf como del teorema de la divergencia se puede escribir:

/Vz( ! >dV:/V-V< ! ):/qu< ! )-ndS
v T — o 1% r — 10| s | — o

1 — — —
Por D.1.2 se sabe que divm:—<$ R3x0i+yR3y0j+ZR3ZOk>
[ T—Xo, Y—Y. Z— 2 1 I
ademas n = 7 i+ 7 J+ 7 k:>V<|r_r0|)-n:—ﬁ..
1 1
/v2 dV:/V -ndS
v k=] s \r=v
1 1 )
Pero por D.1.2 se tiene que
9 1
Vel ——— | =0 parar #rg (D-12)
Ir — ro|

1
[r—rp|

Lo cual implicaria que fv \Y% ( > dV = 0, pero por lo que se mostro en el parrafo

1
[r—rol

anterior tenemos fv \%& < ) dV = —4r lo cual lleva a la contradiccion 0 = —4r.
La aparente contradiccién se resuelve al observar que no es posible aplicar el Teorema

de la Divergencia, ya que en ry es un punto singular de la funcién m Lo anterior

alienta a definir V2 ( \r—1r0\> de la siguiente manera:

1 0 '
v? (—) - S # 1o (D-13)
r — 10| —4r sir=mg

Una funcién que cumple la anterior ecuacién es —4wd(r — ry), por lo cual se define

B (r)=-V? (é) (D-14)

A7t|r — 1o
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D.2. Un poco sobre la medida

El concepto de medida fue desarrollado a finales de siglo XIX y principios del siglo XX,
es una extensiéon de la nocién de area desarrollado por los griegos.

Para extender el concepto de area, se quieren conservar algunas propiedades:

Si A es el area de un conjunto E, A(E), se quiere que A > 0.

Si E'y F son conjuntos disjuntos A(E U F) = A(E) + A(F).

En la teoria de la medida lo anterior se extiende para conjuntos numerables:

M(UEk) => u(B), ENE =2 Vi#j (D-15)
K=1 h—1

Sea P(X) el conjunto potencia de X

Definicién: Sea X un conjunto y M C P(X) una coleccién de conjuntos de X. Una
funcion p definida son M se dice que es una medida si g > 0 y cumple D-15.
Definicién: Una o-dlgebra M es una coleccion de subconjuntos que es cerrado bajo
uniones numerables y complementos.

1 sizeA

0 sizdgd A
Definicién: Una funcién simple es aquella que solamente toma una cantidad finita de
valores.

Definicién La funcién caracteristica x se define de como: y4(z) = {

Una funcion simple f es combinacion lineal de funciones caracteristicas:

n

F@) =) axa (),  Av={z|f(z)=a}

k=1

Si f(x) = > agxa,(x) entonces se define
k=1

[ futdr) = S ann()
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Ejemplos
(3 sio<z<1
8 sil<ax<3
Sea f(z) =<2 si3<x<9
6 si9<xr<l4
|0 en cualquier otro caso
Ejemplo 1

p(A) es la longitud del intervalo A.
[ fulde) =3 app(Ag) =3-1+8-2+42-6+6-5=3+16+ 12+ 30 = 61.
k=1

Ejemplo 2
p(A) es la cantidad de enteros en el intervalo A.

[ fulde) =3 app(Ag) =3-2+8-1+4+2-7+6-4=06-+8+ 14+ 24 = 52.
k=1
Ejemplo 3

1 sine A
n(A) = . :
0 si0gA

[ fuldz) =3 app(Ay) =3-1+8-0+2-0+6-0=3.
k=1

La integral de una funcién no negativa f, es el supremo de todas las integrales de fun-
ciones simples s, tales que 0 < s < f. Es decir:

/fu(dx) zsup{/su(d:v)‘ s simple, 0<s< f}

Sea f* = méax(f(x),0) y f~ = méx(—f(z),0). Tanto f* como f~ son no negativas.
Entonces, se puede definir para cualquier funcién f su integral como:

[ futde) = [ 1tutae) = [ 5 nia
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A un espacio medible se simboliza como (X, M, 1) donde X es el espacio de puntos, M
es la o-algebra y u es la medida definida en M.

Sea (X, M, u) un espacio medible. La integral de una funcién simple se define como

[ fdn =3 auntan
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