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Resumen

Esta tesis explora la optimizacion del balanceo dindamico en diferentes tipos de mecanismos
en el plano para lograr la reduccién méxima de las reacciones correspondientes a la Fuerza
de Sacudimiento y al Momento de Sacudimiento a través de la redistribucién de masas.

Las expresiones que definen las reacciones dinamicas en la base del mecanismo se obtienen de
manera analitica, gracias al modelado realizado en coordenadas completamente cartesianas.
Esto permite ensamblar una matriz de masas constante para todo el mecanismo, en donde
ademas pueden identificarse facilmente las condiciones de balanceo dindamico.

La optimizacion se lleva a cabo mediante contrapesos calculados utilizando los algoritmos de
Descenso de Gradiente y Evolucién Diferencial, y se analizan utilizando Frentes de Pareto.
En la mayoria de los casos se realizan analisis de sensibilidad, empleando también Frentes
de Pareto, que permiten conocer la importancia que cada contrapeso tiene para el balan-
ceo general. Ademds se presenta una propuesta para el andlisis de las restricciones de la
optimizacién, empleando diagramas de caja.

Usando las técnicas propuestas es posible lograr mejoras de hasta el 99.70 % en la Fuerza de
Sacudimiento y de hasta un 97.56 % en el Momento de Sacudimiento, o incluso mayores al
50 % en ambos casos cuando se utiliza inicamente un contrapeso.

Palabras clave: Mecanismos, Balanceo, Fuerza de Sacudimiento, Momento de Sacudimien-
to, Coordenadas Completamente Cartesianas, Coordenadas Naturales, Matriz de Masas,
Optimizacién, Descenso de Gradiente Proyectado, Evolucién Diferencial, Andlisis de Sensi-
bilidad, Frentes de Pareto.



Abstract

This thesis explores the dynamic balancing optimization of different types of mechanisms on
the plane to achieve the maximum reduction of the Shaking Force and the Shaking Moment
reactions through the redistribution of masses.

The expressions that define the dynamic reactions at the base of the mechanism are obtained
with an analytic method, using fully cartesian coordinates. This allows to assemble a constant

mass matrix for all the mechanism where the conditions of the dynamic balance can be easily
identified.

Optimization is carried out using counterweights calculated by implementing the Gradient
Descent and Differential Evolution algorithms. Results are then analyzed using Pareto Fronts.
In most cases, sensitivity analyzes were carried out to highlight the importance that each
counterweight has in the overall balance. In addition, a proposal for the analysis of the
optimization constraints is presented, using box diagrams.

Using the proposed techniques it is possible to achieve improvements up to 99.70 % in the
Shaking Force and up to 97.56 % in the Shaking Moment, or even greater than 50 % in both
cases when only one counterweight is used.

Keyworkds: Mechanisms, Balancing, Shaking Force, Shaking Moment, Fully Cartesian
Coordinates, Natural Coordinates, Mass Matrix, Optimization, Projected Gradient Descent,
Differential Evolution, Sensitivity Analysis, Pareto Front.
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[Regresar al indice)

El movimiento a altas velocidades de los eslabones de un mecanismo provoca reacciones
que se transmiten a su base, causando con ello efectos indeseados como son el ruido, la fa-
tiga y el desgaste. Ademas de los problemas técnicos que estas reacciones provocan, vale la
pena considerar los efectos sociales puesto que, en las maquinas industriales, las vibraciones
provocan a su vez contaminacién de ambientes y pérdidas de energia que pueden derivar en
problemas de salud para los trabajadores[5]. Resulta entonces de suma importancia el poder
minimizar las reacciones derivadas del movimiento de los mecanismos para asi prevenir los
problemas técnicos [6] y sociales en los cuales tienen repercusion.

Entre las posibles reacciones que se transmiten a la base del mecanismo, se consideran
principalmente las fuerzas que se aplican externamente y las fuerzas de inercia que se deben
en su mayoria al movimiento con aceleraciones grandes [5]. Algunos métodos para resolver
las reacciones dindmicas en un mecanismo pueden encontrarse en [7},[8]. Las fuerzas de inercia
pueden ser representadas como una fuerza en torno al centro de masa [9]. En el &mbito de los
mecanismos en movimiento, la fuerza que se produce sobre la base del mecanismo se conoce
como Fuerza de Sacudimiento (ShE| por su siglas en inglés provenientes de Shaking Force),
mientras que el momento que se produce en la base es llamado Momento de Sacudimiento
(ShM], por sus siglas en inglés provenientes de Shaking Moment).

En relacion a las fuerzas externas, por ejemplo los pares motores de entrada producidos
por motores, en la mayoria de los casos se transforman en fuerzas internas. Por lo tanto, si
todas las fuerzas externas aplicadas a un eslabonamiento se convierten en fuerzas internas
del mecanismo en conjunto, entonces el balanceo de un mecanismo puede lograrse mediante
la cancelacién de la fuerza de sacudimiento y del momento de sacudimiento [9]. Por estas
razones, el balanceo de un mecanismo consiste precisamente en reducir, o en el mejor de los
casos en eliminar, las reacciones que se tienen en la base del mismo, es decir la y el

[ShML

El balanceo ha sido un problema ampliamente estudiado en ingenieria mecédnica. Antes de
este siglo, el balanceo de mecanismos era llevado a cabo en forma intuitiva y en muy po-
cos casos se utilizaban calculos aritméticos simples[10]. En aquel tiempo los mecanismos se
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movian en su mayoria mediante la fuerza fisica del ser humano, es decir que las velocidades
que se alcanzaban eran relativamente pequenas y por lo tanto el balanceo necesario podria
ser considerado como basico y se concentraba principalmente en eliminar las fuerzas en la ba-
se del mecanismo provocadas en su mayoria por el peso. Sin embargo esta situacion comenzd
a cambiar a principios de este siglo cuando el movimiento de los elementos de maquinas
comenzé a realizarse a mayores velocidades principalmente gracias al uso de motores de
combustion interna [10]. Surgié entonces la necesidad de establecer principios tedricos para
llevar a cabo el balanceo de mecanismos, el balanceo gravitacional dejo de ser la prioridad y
el interéds se centrd en la reduccién de la [ShEL

En la actualidad, la mayoria de la literatura habla de dos tipos de balanceo de mecanismos.
Se considera que un mecanismo se encuentra balanceado por fuerzas cuando la fuerza total
aplicada por el mecanismo a la base fija es constante, sin importar cualquier movimiento del
sistema, es decir que el centro de masas del mecanismo permanece estacionario. Este tipo de
balanceo es conocido también con el nombre de balanceo estético [I1]. Sin embargo, vale la
pena destacar que a pesar del uso del término ‘estatico’, cualquier des-balance es en realidad
el resultado de un movimiento acelerado de los eslabones del mecanismo, pero el balanceo
se denomina asi pues es sencillo detectarlo en condiciones estaticas[5].

Por otra parte se encuentra el balanceo dindmico [12], que es aquel en el que la base del me-
canismo no experimenta variacién en fuerzas ni momentos. Es decir que el balanceo dindmico
de un mecanismo abarca también el balanceo estatico. Un mecanismo se encuentra balancea-
do dindmicamente cuando el centro de masas global permanece estacionario (es decir cuando
el momento lineal es cero) y al mismo tiempo el momento angular permanece constante (es
cero) con respecto a un punto fijo.

1.1. Justificacion y objetivos

[Regresar al indice

En la actualidad, los mecanismos paralelos son ampliamente utilizados en aplicaciones que
van desde manipuladores industriales, hasta aplicaciones de cirugia laparoscépica [13]. La
mayoria de los telescopios terrestres usan mecanismos paralelos, ya sea como sistema secun-
dario para la alineacién del espejo, o como sistema primario del dispositivo apuntador. El
balanceo de este tipo de mecanismos resulta de especial interés puesto que ello permite, entre
otras cosas, disminuir costos de mantenimiento, alargando la vida ttil de sus piezas.

Un ejemplo en donde es posible apreciar la importancia del balanceo dinamico se encuentra
en aquellos mecanismos con eslabonamientos pesados, por ejemplo en un simulador de vuelos
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en donde usualmente la masa total de la plataforma mdvil es bastante grande, ello conlleva
que los actuadores necesarios para moverla requieran de gran potencia. En este tipo de
sistemas, el balanceo estatico elimina la necesidad de utilizar actuadores tan potentes. Lo
mismo ocurre con simuladores de conduccién [14] .

Otro ejemplo se encuentra en los manipuladores seriales como es el caso del ABB IRB 760,
que incorpora un contrapeso para contrarrestar los efectos de las fuerzas de inercia (figura
1-1)).

Por su parte, la importancia del balanceo dindmico de un mecanismo se hace notar, por
ejemplo, en una base movil ubicada en un vehiculo espacial o satélite, evitando con ello que
el movimiento del mecanismo genere desviaciones en la trayectoria, las cuales tendrian que
ser corregidas constantemente generando con ellos un aumento en gasto de combustible.

También se puede hacer mencién de las cdmaras dreas (figura [1-2)) para la grabacién de
peliculas, que son posicionadas mediante un mecanismo paralelo dirigido mediante cables.
Este tipo de camaras requieren estar balanceadas para dar estabilidad a la imagen.

Las cadenas cineméticas de lazo cerrado [14] siguen siendo muy utilizadas para la creacién
de nuevos dispositivos, mismos que cada vez trabajan a mayores velocidades al tiempo que
requieren ser cada vez mas precisos. La teoria del balanceo sigue siendo entonces vigente
y requiere seguir avanzando, pues en tanto se propongan nuevos métodos que faciliten el
balanceo de los mecanismos, sera posible su mejora en forma general.

Contrapeso
para balanceo
~
= :
& = o 2 \ =¥
L] .{h \T
L. e —
- -
WORSON
-, - b - _d. a
- m g -a*

Figura 1-1.: ABB IRB760 en el que se observa con claridad el contrapeso utilizado para
llevar a cabo el balanceo estatico del mecanismo [IJ.
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Contra-inercia P
para lograr el e

Figura 1-2.: Camara aérea que consiste en un sistema de camara posicionado mediante un
manipulador paralelo dirigido por cables [2].

En la actualidad, uno de los retos mas importantes del balanceo de mecanismos es la obten-
cion de soluciones que puedan ser aplicadas eficientemente en la practica. En forma general,
muchas de las soluciones de balanceo conducen a mecanismos que incrementan enormemente
la masa total del mismo asi como su complejidad reduciendo de esta forma el desempeno
[15], [16].

El presente trabajo de investigacion, propone un método basado en el uso de coordenadas
completamente cartesianas y de algoritmos simples de optimizacién, para la obtencién
de las condiciones de balanceo de mecanismos a través de la adicion de contrapesos cuyas
dimensiones pueden ser restringidas con claridad desde el planteamiento del problema.

El uso de para la obtencién del y del disminuye la complejidad matematica de
las ecuaciones correspondientes al evitar el uso de coordenadas angulares, dado que al utilizar
[FCCl las relaciones cinemdticas se encuentran en su totalidad definidas dentro de la matriz
de masas del mecanismo, que son multiplicadas posteriormente por coordenadas absolutas;
resguardando de esta forma la complejidad del problema dentro de la matriz de masas, que
ademas puede ser planteada en una forma tan sencilla que podria automatizarse mediante
software. De esta forma, se elimina la necesidad de establecer relaciones con ecuaciones de
lazo vectorial y el uso de angulos que se ocupan en los planteamientos tradicionales.

Vale la pena destacar que, sin importar la complejidad del mecanismo, ni el nimero de es-
labones por el que esté compuesto, el uso de FCC permite mantener las ecuaciones simples,
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ya que al definir la matriz de masas del mecanismo en funcién de los puntos béasicos de cada
eslabonamiento, y considerando que estos puntos estan compartidos entre los diferentes séli-
dos que los conforman, las ecuaciones no crecen tanto como cuando se usan coordenadas de
punto de referencia, en donde cada sélido implica necesariamente el uso de tres coordenadas
més (en dos dimensiones) o seis coordenadas méas (en tres dimensiones).

Es bien sabido que el balanceo dindmico de mecanismos tridimensionales supone una mayor
complejidad para la obtencién de las expresiones que permitan definir las reacciones en la
base del mecanismo (ShF y ShF). La solucién del problema tridimensional de balanceo ha
sido tratada en Acevedo [17]. Es una extension del método planteado en este trabajo, para el
cual es posible aplicar los mismos métodos que se utilizaron en esta investigacion. El procedi-
miento propuesto se muestra a detalle en la figura [1-3] En los mecanismos tridimensionales,
los pasos que son necesarios resultan idénticos a los presentados en esta investigacion, al
definir a cada uno de los eslabones del mecanismo utilizando los puntos bésicos que Garcia
de Jalén presenta en [18], con la tnica diferencia de que al tratarse de mecanismos tridimen-
sionales, cada eslab6n estard formado por cuatro puntos béasicos (en lugar de estar formado
por dos o tres puntos como en los ejemplos anteriores). Sin embargo la aplicacién concreta
del método para mecanismos tridimensionales queda fuera del marco del presente trabajo,
por lo cudl sera considerada dentro del trabajo a futuro.

Dado lo anterior, los principales objetivos de este trabajo son:

= Presentar una metodologia simple, que a través del uso de coordenadas completamente
cartesianas (FCC| por sus siglas en inglés), permita la obtencién de las condiciones de
balanceo de un mecanismo.

= Resolver el balanceo dinamico de distintos mecanismos empleando contrapesos, calcu-
lando sus dimensiones y su posiciéon mediante la optimizacién, logrando soluciones con
mejores caracteristicas.

= Proponer metodologias que faciliten el modelado y el célculo de las reacciones dindami-
cas usadas en la optimizacion, logrando el balanceo de mecanismos completos de forma
mas eficiente.

1.2. Principales Aportaciones

[Regresar al indice)

Las principales aportaciones que se podran encontrar a lo largo de este trabajo son:

» Se presentara en forma detallada el uso de [FCC| también conocidas como coordenadas
naturales, para el modelado de diversos tipos de mecanismos, buscando demostrar la



1 Introduccién

Elegir la posible ubicacion de ==
confrapesos para el mecanismo |

-
Definir cada eslabon/contrapeso en
base a sus puntos basicos

v

Generar la matriz de masas M
{constante) de cada eslabon

.

Unir las matrices de masas de cada
eslabdn para formar la matriz de
masas del mecanismo completo

.

Utilizando la matriz de masas del
mecanismo, obtener la expresion
que define el momento lineal v el

momento angular

v

Obtener las expresiones que definen
a la fuerza de sacudimiento (ShF) y
al momento de sacudimiento (Shi)

v

Definir la funcion objetivo para llevar
a cabo la optimizacion

v

Realizar la optimizacion con el
Algoritmo elegido
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) ; o Modificar el algoritmo de
i 7 : >
&Se logro la optimizacion? optimizacion o eleqir otro

+El balanceo fue satisfactorio?

Figura 1-3.: Procedimiento propuesto para el balanceo de mecanismos 3D
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simplicidad para la obtencion de las ecuaciones que definen las condiciones de balanceo
de cada mecanismo en forma particular.

» Se presentard el desarrollo para la obtencién de la matriz de masas utilizando [FCC|
en elementos formados por tres puntos basicos. El planteamiento de esta matriz es
original y, hasta donde se ha podido indagar, no ha sido previamente expuesto en
forma detallada en ningiin otro trabajo de la literatura. Se utilizara esta matriz para
la obtencion de las condiciones de balanceo de un mecanismo que emplee este tipo de
elementos.

= Se presentard la optimizacién del balanceo de un mecanismo de cuatro barras por medio
de un algoritmo de optimizacién simple, basado en gradiente (Descenso de Gradiente
Proyectado , dicho algoritmo ha sido simplificado para esta aplicacion, al corregir
los limites de la optimizacién cuando los resultados salen del rango permitido.

= Se utilizara el algoritmo de Evolucién Diferencial para la optimizacion de otros
ejemplos, comprobando que permite obtener disminuciones considerables tanto en la
[ShF] como en 1a[ShM] teniendo control sobre los pardmetros de optimizacién y garanti-
zando de esta forma que la masa final del mecanismo se mantenga dentro de los limites
razonables pudiendo ser llevados a la practica. Este algoritmo ha sido empleado ya con
anterioridad para el balanceo de mecanismos, sin embargo se comprobara su eficacia
al utilizarlo con ecuaciones obtenidas a través del uso de [FCCL

= Se realizarda una propuesta para el analisis de los limites mecénicos sugeridos para la
optimizacion, de forma que resulte posible conocer si es recomendable modificarlos (en
caso de ser mecanicamente posible) para obtener mejores resultados.

= Se propondra una metodologia que permitird conocer la importancia que cada uno
de los contrapesos propuestos tiene en relacion al balanceo de un mecanismo, de tal
forma que, con base en este analisis de sensibilidad, sea posible reducir el nimero de
contrapesos cuando la aplicacion lo requiera.

1.3. Estructura de la tesis

[Regresar al indicel

Este trabajo estd organizada de la siguiente forma:

En el Capitulo 2 se encuentra un breve resumen de los principales fundamentos teéricos en
los que se sustenta este trabajo, centréndose principalmente en las caracteristicas de las[FCC]
presentando ademads, en forma detallada, el método para la obtencién de la matriz de masas
de un elemento en dos dimensiones definido mediante dos puntos béasicos. Por otra parte se
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abordan también algunos conceptos bésicos de optimizacién, centrandose en los algoritmos
que se emplean en este trabajo.

En el Capitulo 3 se presenta una breve revisién de la historia del balanceo de mecanismos,
desde las primeras publicaciones relacionadas con el tema en 1902 hasta la actualidad.

En el Capitulo 4 se lleva a cabo la optimizacion del balanceo de un mecanismo manivela-biela-
corredera simplificado, explicando con detalle el método para la obtencién de las ecuaciones
que definen tanto a la[ShF|como al[ShM]del eslabonamiento, e implementando posteriormente
una optimizacién de los mismos utilizando el algoritmo de Evolucién Diferencial por sus
siglas en inglés) para lograr el mejor balanceo posible a través de la adicién de contrapesos.

En el Capitulo 5 puede encontrarse la optimizacién del balanceo dinamico de un mecanismo
de cuatro barras a través de un version simplificada del algoritmo de descenso de gradiente
proyectado por sus siglas en inglés). Se propone también el andlisis de las derivadas
parciales de la funcién objetivo evaluadas en las soluciones éptimas con la finalidad de lograr
definir los limites idéneos para la optimizacion, ademas se presenta una propuesta de analisis
de sensibilidad para la reduccién de la cantidad de contrapesos a utilizar basado en Frentes
de Pareto por sus siglas en inglés).

En el Capitulo 6 se lleva a cabo el analisis y la optimizacion del balanceo dindmico de un
mecanismo de seis barras, debido a la complejidad de este mecanismo, se introduce por
primera vez en forma detallada la obtencién de una matriz de masas general de un elemento
definido por tres puntos basicos. Posteriormente se desarrolla la obtencién de las ecuaciones
que definen tanto a la [ShF] como el [ShM] y se lleva a cabo su optimizacién a través del
algoritmo de[DE] asi como el andlisis numérico del mismo de acuerdo a la propuesta planteada
con anterioridad en el capitulo 4. Se utiliza también el método propuesto para el ajuste de
los limites de la optimizacién, asi{ como el anélisis de los [PF| para lograr la reduccién de
contrapesos.

Finalmente, en el capitulo 7 se concluye con un breve resumen de los resultados obtenidos,
asi como con las lineas de trabajo futuro.
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[Regresar al indicel

Este capitulo tiene como objetivo presentar los conceptos fundamentales en los que se basa
este trabajo. En la seccién 2.1 se presenta un breve resumen sobre los tipos de coordenadas
que se emplean para el andlisis de mecanismos, haciendo especial hincapié en las Coordena-
das Completamente Cartesianas por sus siglas en inglés), ya que en ellas se basaran los
métodos presentados en los siguientes capitulos y resulta importante entenderlas a detalle.

En la seccion 2.2 es posible encontrar algunos conceptos de optimizacion que se utilizan
en este trabajo, asi como la descripcién general de los algoritmos que se emplean para la
optimizacién del balanceo de mecanismos. Ademas, debido a que se abordard la optimizacién
de problemas multiobjetivo, se presenta un resumen del concepto de Frentes de Pareto, una
herramienta de mucha utilidad para encontrar las soluciones no dominadas y poder elegir de
entre ellas las que resultan mas adecuadas para los fines concretos que se busquen en cada

caso.

2.1. Tipos de coordenadas para el analisis de mecanismos

[Regresar al indice

Con la finalidad de llevar a cabo el analisis de un mecanismo es necesario elegir una se-
rie de parametros que describan a la perfeccion su posicion, velocidad, aceleracion, ubicacién
del centro de masa (CoM| por sus siglas en inglés provenientes de Center of Mass), etc.

En los sistemas multicuerpo, las coordenadas independientes inicamente determinan la ubi-
cacién (y por ende también la velocidad y la aceleracién) de los eslabones de entrada. Los
parametros relacionados con el resto de los eslabones pueden ser determinados al resolver el
problema de posiciones, velocidades y aceleraciones, sin embargo surgen dificultades cuando
se trata de problemas no-lineales de forma que existen multiples soluciones. Es por ello que
resulta importante utilizar las coordenadas dependientes que determinan sin ninguna am-
bigiiedad las posiciones y orientaciones de cada uno de los cuerpos que forman un mecanismo

9.
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En tanto mayor es el nimero de coordenadas dependientes que se emplean para definir un
mecanismo, mayor serd la complejidad de las ecuaciones que lo definan. El analisis dindmico
de un mecanismo conlleva normalmente la formulacion e integraciéon numérica de sistemas de
ecuaciones diferenciales no lineales bastante complejas [20], de ahi la necesidad de optimizar
la formulacién de estas ecuaciones para facilitar su analisis posterior. Es en este punto en
donde las [FCC| juegan un papel determinante.

Para el analisis de mecanismos, en forma general se definen tres tipos de coordenadas: coor-
denadas relativas , coordenadas de punto de referencia (también conocidas como coordenadas
cartesianas) y coordenadas completamente cartesianas también conocidas como coor-
denadas naturales).

En las coordenadas relativas, la posicion de cada elemento se determina con respecto a la
posicion del elemento anterior de la cadena cinematica. Estas coordenadas fueron utilizadas
por primera vez por Paul y Krajcinovic |21} 22], Sheth y Uicker [23] y Smith et.al. [24]. Entre
sus ventajas puede mencionarse que reducen el nimero de coordenadas y son ideales para
mecanismos de cadena abierta, sin embargo debe considerase que la formulacion matematica
resulta compleja y las ecuaciones que se obtienen de su uso para el andlisis cinematico
también lo son, requiriendo por ello un mayor tiempo de procesamiento.

Por otra parte, las coordenadas de punto de referencia ubican la posicién de un punto de
cada elemento (llamado precisamente ”punto de referencia”’, y que usualmente es el centro
de gravedad) mediante el uso de dos coordenadas Cartesianas y determinando el dngulo
de orientacion del elemento en relacién un sistema de ejes de inercia. Entre las ventajas
de utilizar este tipo de coordenadas se encuentran que la posiciéon de cada elemento esta
determinada directamente, de ahi que el procesamiento matematico requerido para llevar a
cabo la mayoria de los anélisis es menor); sin embargo el niimero de variables que se utiliza
para definir un mecanismo es mayor que el empleado con coordenadas relativas.

En algunas ocasiones es posible utilizar en conjunto coordenadas relativas y coordenadas
cartesianas, resultando un sistema que se conoce como coordenadas mixtas, esto es posible
apreciarlo en el trabajo de autores como Kim et Vanderploeg [25] y Attia [26].

Por su parte, las [FCC]| resultan ser una opcién interesante al momento de describir un me-
canismo para su posterior andlisis, y dado que el presente trabajo se basa en este tipo de
coordenadas, éstas seran explicadas con mayor detalle.
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2.1.1. Coordenadas completamente cartesianas (naturales)

[Regresar al indice)

Las coordenadas completamente cartesianas (FCC)) se encuentran definidas en [I8], 27] y
se caracterizan por tener la capacidad de describir un sistema mecanico sin la necesidad de
utilizar variables angulares.

A principios de los anos 80’s Garcia de Jalon et.al. presentaron los primeros articulos [28], 29,
30] en los que se hacfan referencia a un nuevo método para la obtencién de las ecuaciones de
restriccion de un mecanismo a partir de las cuales se llevaba a cabo el anélisis cinematico.
El primer articulo relacionado con simulacién cinematica en 3D fue presentado por el mismo
autor en 1982 [31].

Las coordenadas naturales no requieren el uso de variables angulares para definir la orienta-
cion del eslabonamiento, en cambio se utilizan las coordenadas cartesianas de algunos puntos
y vectores unitarios. Estos puntos y vectores se localizan normalmente en las uniones del me-
canismo (de forma que estos puntos estan compartidos entre los diferentes eslabonamientos).

Garcia de Jalén y Bayo en [I8] presentaron una explicacién extremadamente completa y
detallada de las[FCC| que son llamadas también coordenadas naturales.

En [32] Garcia de Jalén resumié las principales caracteristicas de las de la siguiente
forma:

1. Estan constituidas inicamente por variables cartesianas, son sencillas de visualizar y
de entender.

2. Los puntos principales y los vectores unitarios pueden ser ubicados en las uniones, de
esta forma pueden compartirse entre cuerpos contiguos, contribuyendo a la definicién
de las uniones y manteniendo moderado el nimero de variables.

3. Al utilizar coordenadas naturales, un conjunto de variables simples define la posicién
y geometria de todos los cuerpos en relacién a un sistema global de referencia.

4. Las ecuaciones de restriccion se obtienen directamente de las caracteristicas de cada
cuerpo rigido y de las caracteristicas de las uniones, estas ecuaciones se caracterizan
por ser sencillas y facilmente derivables para obtener la matriz Jacobiana.

5. En caso de que sea necesario es posible agregar con mucha facilidad coordenadas rela-
tivas siendo éstas, en algunas ocasiones, ttiles para definir fuerzas en los actuadores.
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6. Son muy versatiles para la sintesis y optimizaciéon de mecanismos, debido a que en las
variables quedan explicitamente definidos los parametros de disenio (por ejemplo las
longitudes).

7. Cuando todos los cuerpos contienen al menos dos puntos y dos vectores unitarios,
la matriz de inercia es una constante y en ella no existen fuerzas dependientes de
la velocidad, esto se puede aprovechar para mejorar la eficiencia de las simulaciones
mecanicas.

8. El analisis de mecanismos utilizando coordenadas naturales puede ser automatizado
en forma simple mediante software.

Matriz de masas empleando FCC

[Regresar al indice)

Para poder llevar a cabo el andlisis dindmico de un mecanismo, en este caso particular
el analisis del balanceo estatico y dinamico, resulta de suma importancia el poder formular
ecuaciones que definan tanto la [ShF| como el [ShM] en términos de la posicién, velocidad y
aceleracion de las coordenadas dependientes. A continuacién se resume la teoria que Garcia
de Jalon presenta en [18] para la obtencién de la matriz de masas de elementos en el plano
(2D), resulta de suma importancia entender a detalle esta informacién pues en ella estd la
base de las formulaciones que se presentan més adelante en este trabajo.

Considere el elemento de la figura [2-1] su movimiento puede ser definido completamente
mediante los puntos bésicos i y j. El sistema de coordenadas (z,y) constituye un sistema
global de referencia, en tanto que el sistema (Z,y) es mévil y tiene su origen ubicado en el
punto ¢ con su eje T en direccién a j. Se considera un punto cualquiera P del elemento, que
se encuentra definido mediante el vector r en relacion al sistema de coordenadas global y por
el vector T en relacion al sistema de coordenadas local. De forma que se cumple la ecuacién

211
r =r;+ AT (2-1)

En donde A representa a la matriz de rotacién. En tanto se consideran elementos rigidos, la
posicién local del vector T permanece constante sin importar el movimiento al que esté sujeto
el elemento. Por lo que la posicién del punto P se define como se muestra en la ecuacién [2-2|

r=r;+Af =r; +ci(r; — 11) + 2(n) (2-2)



2.1 Tipos de coordenadas para el analisis de mecanismos 15

YA

=y

Figura 2-1.: Puntos basicos de un elemento en el plano utilizando FCC

En donde ¢; y ¢3 son las componentes del vector T en el sistema de coordenadas locales. Las
componentes del vector r quedan definidas entonces como se muestra en las ecuaciones [2-3|

T =x;+ 01(:1?j - l‘z) - C2(Z/j - yz)

(2-3)
y=vy; +ci(y; —vi) + co(z; — ;)

La ecuacion puede ser expresadas de forma matricial de acuerdo a la ecuacién

T
1- —e] Jui
. {x} _ [ a e a —o]| )yl _ Cq (2.4)
Y —cp l—c ¢ xj
Yj

En donde qT = { T Yi T yj} es el vector que contiene las coordenadas del elemento. La
matriz C es constante para un punto dado P y no cambia con el movimiento del sistema,
por lo tanto puede derivarse tal como se muestra en las ecuaciones 2-5] y

P =Cq (2-5)

i = Cg (2-6)

Los coeficientes c¢; v ¢o que definen a la matriz C pueden ser expresados en funcion de las
coordenadas de los puntos ¢ y 7 en el marco de referencia local quedando tal como se muestra
en la ecuacién

r=o0 (I‘j — I‘i) + CQ(I_I) (2—7)
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Pero, debido a que 1; = 0 al encontrarse en el origen de referencia local, la ecuacién [2-7]

puede expresarse como se muestra en la ecuacién [2-8

— _ 1 G

r=[n1n){"} X 29
C2

En donde el vector ¢ contiene los coeficientes ¢; y ¢o, v la matriz X tiene como columnas los
componentes de los vectores rj y i .

= Ti —Y; L. 0
G el B (29)
yi 0 Ly
Donde L;; corresponde a la distancia entre los puntos ¢ y j. La matriz X ser siempre
invertible, por lo tanto la ecuacién 2-8| puede utilizarse para conocer el valor de c al resolver
la ecuacién 2-101
——1_

c=X T (2-10)

Al resolver la ecuacion 2-10] los términos de ¢ quedan definidos basicamente mediante tres

integrales (ecuaciones - 2-13)).

/ pdA =m (2-11)
A

/ pedA =X / prdA = mX T (2-12)
A A

——1 . ——T 1171, I,
/ApcchA =X (/A prerA> X = Tz [Ixy ]ﬂ (2-13)

En donde m es la masa total del elemento, T representa las coordenadas locales del centro de
gravedad e I, I, I, son los momentos y productos de inercia con respecto a las coordenadas
locales cuyo origen se encuentra en el punto basico ¢. Ahora bien, el trabajo virtual W*
generado por las fuerzas de inercia en el elemento puede definirse mediante la integral sobre

la superficie 2 del trabajo virtual de las fuerzas de inercia de una masa diferencial localizada
en el punto P (ecuacién [2-14)).

W* = —p / T #d() (2-14)
Q

Donde p corresponde a la densidad del material del elemento. Sustituyendo las ecuaciones
[2-5|y [2-6] el trabajo virtual (ecuacién2-14)) queda definido tal como se muestra en la ecuacién
2-15l

W* = —p/ g7 CTCqd (2-15)
Q
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Y debido a que los vectores *T y ¢ son independientes de € pueden salir de la integral,
quedando la ecuacién 2-16]

W* = —q7 (p / CTCdQ) q (2-16)
Q

Por otra parte, conforme a la definicién de trabajo virtual que se plantea en [I§], se sabe
que el trabajo virtual también puede ser definido de acuerdo a la ecuacion [2-17|

W* = —q*TMg (2-17)

Y relacionando la ecuacion [2-16| con la ecuacion es posible definir la matriz de masas
M (ecuacién 2-18]) de un elemento formado por dos puntos bésicos.

Mayp = p / CTCdQ (2-18)
Q

La ecuacién se obtiene desarrollando el producto de CTC en la ecuacién m

(1—c)? 0 (1—c1)ep — 3 —Cy
M,p — p/ 0 1—ca)*+c Ca (1 —ci)ey — 2 40
ol l(l=c)ep—c3 o cd—c3 0
—Cy (1—c1)ey —c3 0 A+

(2-19)

Y sustituyendo en la ecuacion los valores que se obtuvieron a partir de la ecuacién
con las integrales resueltas de acuerdo a las ecuaciones 2-11)2-12] y 2-13] se obtiene la matriz
de masas Map para elementos en dos dimensiones definda a partir de dos puntos béasicos y
un vector unitario (ecuacién .

a 0 b ¢
0 a —c b
Mop = 2-2
P b ¢ d 0 (2-20)
—c b 0 d
En donde:
I omx
PN SN (2-21)
lij li;
Iz mzx
b= —— 2-22
2 (2-22)
c="4Y (2-23)
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Iz

J— (2-24)

Esta matriz, al ser constante para eslabones rigidos, permitird la definicién de la[ShE]y el[ShM]
de cada elemento, de una forma sencilla; haciendo a su vez posible obtener las condiciones
de balanceo del sistema mecanico de manera directa.

2.2. Optimizacion

[Regresar al indicel

La optimizacién es una herramienta importante en la toma de decisiones y en el analisis
de sistemas fisicos. Para hacer uso de esta herramienta, primero es necesario identificar un
objetivo, es decir una medida cuantitativa del rendimiento del sistema en estudio. Esta me-
dida dependera de ciertas caracteristicas del sistema conocidas como variables y lo que se
busca es encontrar los valores de las variables que optimizan el objetivo, resultando comin
que estas variables estén restringidas de alguna manera.

El proceso de identificar el objetivo, las variables y las restricciones de un problema se
conoce como modelado [33]. Una vez que se tiene definido el modelo, es posible utilizar un
algoritmo de optimizacion para que encuentre su solucién. No hay un algoritmo universal de
optimizacién sino que existen muchas propuestas.

El tipo de modelos [33] que se abordaran en este trabajo son de tipo continuo, con restric-
ciones, no convexos y no lineales. A continuacion explica en forma breve en qué consisten
dichas caracteristicas:

1. Continuo: significa que la funcion objetivo esté definida en los niimeros reales.

2. Con restricciones: debido a que se busca optimizar sistemas mecanicos, existen res-
tricciones que no permiten a los elementos el exceder determinadas dimensiones, éstas
caracteristicas son incluidas en el modelado del sistema.

3. No convexo: un problema convexo inicamente tiene un minimo global, sin embargo los
problemas que se abordan en este trabajo tienen siempre multiples minimos locales.

4. No lineal: esto se debe a que las funciones objetivo que buscan optimizarse no son
ecuaciones lineales (es decir que su grado es mayor a uno).
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2.2.1. Tipos de soluciones

[Regresar al indice]

Generalmente, al buscar minimizar un problema, el mejor resultado seria poder encontrar
un minimo global, es decir un punto en el cuél la funcién encuentra su valor minimo:

Un punto z* es un minimo global de una funcién f si f(z*) < f(z)vx € R

Este valor minimo global (figura normalmente es muy dificil de obtener debido a que
usualmente se realizan busquedas locales y no existe entonces la seguridad de que la funcién
f pudiera tener otro minimo en otra region que no ha sido muestreada dentro del algoritmo
[33]. Es por ello que la mayoria de los algoritmos son capaces de encontrar minimos locales,
que corresponden al valor mas pequeno de una funcién f en una region dada.

Un punto z* es un minimo local de una funciéon f si existe una regién N, de x* tal que

f(a*) < f(a)¥z € N.

Sin embargo, de acuerdo a la definicién anterior, si se tiene la funcién constante f(z) = 2,
cada punto x corresponde a un minimo (figura [2-2)), conociéndose entonces como minimos
locales débiles, que deben ser diferenciados de los minimos locales estrictos.

Un punto z* es un minimo local estricto de una funcién f si existe una region N, de z* tal

que f(z*) < f(z)Vx € N con z # z* (figura [2-2]).

La figura muestra un ejemplo de una funcién con muchos minimos locales (no convexa)
que puede resultar dificil de minimizar debido a los algoritmos tienden a quedar ‘atrapados’
en minimos locales.

f F'y f 4 f 4
Todos los puntos Minimo local
- son minimos estricto
Minimo locales débiles
global
X

Figura 2-2.: Ejemplos de minimos
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X

Figura 2-3.: Ejemplo de una funcién compleja para minimizar

2.2.2. ldentificacion de minimos locales

[Regresar al indice)

Cuando una funcién f es suave (como es el caso de las funciones analizadas en este tra-
bajo), una forma eficiente y practica de identificar minimos locales es a través del vector
gradiente (37 f) y la matriz Hessiana (572 f).

A continuacién se definen matematicamente el Gradiente, el Hessiano y los minimos locales.

Definicion de Vector Gradiente

[Regresar al indice)

El gradiente es un vector denotado v/ f de un campo escalar f, que representa la pendiente
de la linea tangente a la grafica de una funcién, es decir que apunta hacia los lugares en
donde la grifica de f tiene un mayor incremento [34].

ViX)=vf=|: (2-25)

Definicion de Matriz Hessiana

[Regresar al indice]

La matriz Hessiana [34] de una funcién f de n variables es una matriz cuadrada (n x n)
formada por las segundas derivadas parciales de f con la forma:
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of  _ef .. _9f
81% Ox10x2 O0x10xn
oy ey 92
2 2 Oxo0x1 Ox2 0x20xn
VIX)=vif= | L _ (2-26)
ey o ... 2f
0x,0x1 Ox,0T2 ox2

Minimos locales

[Regresar al indice)

Siempre que f sea dos veces diferenciable, se sabe que x* es un minimo local si:

L | v fa9)] =0

2. V2 f(z*) es positivo semidefinido, esto es si vT /2 f(z*)v < OV
Una funcién f es diferenciable si todas sus derivadas existen, es continuamente diferencia-
ble si todas las segundas derivadas parciales son funciones continuas de x y es dos veces

diferenciable si todas las segundas derivadas parciales existen y a su vez son continuamente
diferenciables.

2.2.3. Algoritmos de optimizacion

[Regresar al indicel

Para llevar a cabo la optimizacién de una funcion, se han propuesto gran cantidad de algo-
ritmos, algunos de ellos con un numero finito de pasos, otros siguiendo métodos iterativos
que convergen a una solucion y algunos otros metaheuristicos que permiten la obtencién de
soluciones aproximadas a algunos problemas.

Para la realizacion de este trabajo se implementaron el algoritmo de Evolucién Diferencial,
y una versién simplificada del algoritmo de Descenso de Gradiente Proyectado, siendo el
primero un método metaheuristico y el segundo un método deterministico.

A continuacién se explican ambos métodos:
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Evolucion Diferencial

[Regresar al indice)

El método de Evolucion Diferencial por sus siglas en inglés) consiste en un algorit-
mo de optimizacién estocdstico (metaheuristico), basado en poblaciones. Fue desarrollado
por Rainer Storn y Kenneth Price en 1997 [35]. Al ser un algoritmo evolutivo utiliza mecanis-
mos inspirados en la teoria de la evolucién, donde los individuos mas aptos de una poblaciéon
(los que tienen las caracteristicas que les permiten sobrevivir més tiempo) son los que tienen
mas descendencia, heredando asi las buenas caracteristicas de sus padres. Esto hace que
la nueva generacién tenga mayores oportunidades de sobrevivir mejorando generacion tras
generacion. Para lograr esta evoluciéon se utilizan mecanismos semejantes a los que existen
en la naturaleza, como son la mutacién, la recombinacion y la seleccion.

En la figura es posible observar las fases necesarias para llevar a cabo la[DE] mismas se
explican brevemente a continuacion:

1. Inicializacién
Se genera una poblacion aleatoria inicial S conformada por N individuos, todos ellos
ubicados dentro de la regién factible.

S = { X1k, Xoky oy XNk} (2-27)

Cada individuo es un vector de D dimensiones (elementos de la funcién objetivo)
definido de la siguiente manera:

Xir = [Xirt, Xino, . Xaep] ¥V kyi, k=12, knpae i=1,2 ..N. (2-28)

Donde i es el nimero de individuo, k es el nimero de generacién (iteracion), k.. es
el maximo nimero de generaciones, L es el limite inferior del pardmetro, U es el limite
superior y j es el nimero de elemento del individuo.

Inicializacion Mutacién Recombinacion Seleccion

Figura 2-4.: Fases del Algoritmo de Evoluciéon Diferencial.



2.2 Optimizacion 23

La funcién objetivo evalia qué tan apto es cada individuo, en este caso el individuo
mas apto es aquel que provoca un valor mas cercano a cero al ser evaluado en la funcién
objetivo.

2. Mutacion
Para cada individuo de la poblacion inicial se obtiene un vector mutado X;; mediante

Xir = X + F( X, — Xon) (2-29)
donde 7, d,n son individuos aleatorios mutuamente distintos y diferentes al individuo
actual 7. Por tanto el tamano de la poblacién N debe ser mayor o igual a cuatro.
El pardametro de mutacién F' es una constante definida entre 0 y 2 para controlar la
amplificacién de la variacién diferencial [35].

3. Recombinacion
Se mezclan los elementos del individuo inicial y del individuo mutado para obtener un
nuevo individuo y; utilizando la constante de cruza CR € [0.1, 1] . Para cada elemento
del individuo se genera un valor aleatorio R entre 0y 1, si este valor es menor a CR, se
reemplaza el elemento inicial por el mutado; en caso contrario se mantiene el original.

Xi siR<CR
yikj = { & (2—30)

Este proceso se realiza para cada individuo de la poblacién inicial, obteniendo asi N
vectores de prueba y;i.

4. Seleccién
Se aplica el criterio (2-31) para reemplazar o conservar a los individuos en la nueva
generacion.

X _ {yik si f(yir) < f(Xar)
ikl = '
Xiw st flyw) = f(Xir)

Una vez generada la nueva poblacion, la mutacion, recombinacién y seleccion, éstas se

(2-31)

repiten hasta alcanzar el nimero maximo de generaciones GG o algin otro criterio de
paro.

El proceso iterativo llevado a cabo para encontrar un punto 6ptimo a través del algoritmo de
[DE] requiere contar con un criterio que permita determinar en qué momento se ha alcanzado
un minimo local satisfactorio. Este criterio de paro puede estar determinado por el niimero
de generaciones, sin embargo con frecuencia se implementan ademéds otro tipo de criterios.
En este caso se abordarén los criterios utilizados por el algoritmo [DE] que se encuentra en la
libreria SciPy de Python.
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Algoritmo 1: Criterios de paro para DE implementado en la libreria SciPy de Python.

Inicializacion;
repeat
Mutacidn;
Recombinacion;
Seleccidn;
until (o < (T * (Prom)))||(maziter = 1000);

El algoritmo [1| muestra los criterios de paro implementados en la libreria SciPy de Python,
en donde la mutacién, recombinacién y seleccion se repiten hasta el momento en que la
desviacion estandar (o) entre los resultados de evaluar la funcién es menor o igual a la
tolerancia (7') multiplicada por el promedio de las evaluaciones de la funcién, o bien hasta
que el nimero de generaciones (maziter) llega a 1000.

Al comenzar la optimizacién empleando el algoritmo de con una poblacién inicial ge-
nerada aleatoriamente, los valores de la desviacién estandar (o) serdn altos al evaluar estos
puntos en la funcion, lo mismo que el valor del promedio de los valores obtenidos al evaluar
la funcién objetivo en esos puntos (Prom), sin embargo conforme las iteraciones van avan-
zando los puntos que forman la poblacién se van acercando hacia el minimo, lo cual provoca
que tanto la ¢ como el Prom vayan disminuyendo. De esta forma, ain cuando el nimero
de generaciones no haya llegado a 1000, en el momento que la o resulta igual o menor al
porcentaje del Prom indicado a través de la T' el algoritmo se detiene. El valor para T se
encuentra definido por default como 0.10, es decir que el algoritmo de se detiene cuando
la desviacién estdandar es menor al 10 % del valor correspondiente al promedio de los resul-
tados de la evaluacién de la funcion objetivo o, si esta condicién no se alcanza, se detiene
cuando el nimero de generaciones llega a 1000.

Este algoritmo ha sido elegido para el balanceo de dos de los mecanismos que se proponen a
lo largo de este trabajo, debido a que al tratarse de un algoritmo basado en poblaciones no
es tan sensible a las condiciones iniciales, es menos propenso a quedar atascado en minimos
locales y pueden ser empleados en multiples problemas (lineales, no lineales, etc.) [35], 36].

Descenso de Gradiente Proyectado

[Regresar al indice)

El descenso de gradiente es un algoritmo iterativo que puede encontrar un minimo local
en una funcién [37, 33| B8]. Para ello se comienza en un punto aleatorio y se continua la
optimizacién hasta que se alcanza el minimo de la funcién. Esta técnica esta basada en el
uso del vector gradiente para calcular cada nuevo punto puesto que, como es sabido, el vec-
tor gradiente V f(X) evaluado en un punto X apunta hacia la direccién méaximo ascenso,
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de ahi que el método de Descenso de Gradiente mueve el punto en la direccién opuesta a
dicho vector. El problema comienza con el vector de solucion Xy, y en cada iteracion X, es
modificada de acuerdo a la ecuacién 2-32

Xk+1 = Xk + Oékpk (2—32)

Donde £ es la iteracion actual, ay es la longitud del paso y Py es la direccion calculada como
un vector unitario como se muestra en la ecuacién R-33

V()
[V f (Xi)]

La longitud del paso a4, se optimiza de acuerdo con la aproximaciéon del Teorema de Taylor
(ecuacién [2-34]), asegurando de esta manera el descenso méximo. Cada término en el Teorema

P, = (2-33)

de Taylor se divide entre el nimero de derivada factorial, es decir que entre mayor sea el
nimero de la derivada, el término tendra un menor aporte en la funciéon. En optimizacion
multivariable, resulta comun el utilizar hasta la segunda derivada del Teorema de Taylor, la
tercera derivada y siguientes provocarian un incremento en la complejidad del calculo y por
lo tanto en el tiempo del procesamiento, mismo que normalmente no es necesario debido que
al truncarla en la segunda derivada se logra una buena aproximacion.

2
F(Xp +anPy) ~ F(Xp) + anPTV (X)) + %PZVQf(Xk)Pk (2-34)

El valor del tamano de paso oy, (ecuacion [2-35]) se obtiene derivando la ecuacién con
respecto de a.

VIX)" P

T PIV2f(X)P; (259

ap —

Hay ocasiones en que el calculo de derivadas de manera simbdlica puede resultar complejo,

el método de Diferencias Finitas [33] se puede usar para obtener una aproximacién del vector
gradiente y de la matriz Hessiana.

Matemé&ticamente, el vector gradiente V f(X) estd formado por las primeras derivadas de
la funcién con respecto de todas las variables (ecuacién [2-25)) y la matriz Hessiana V2 f(X)
estd compuesta por las segundas derivadas (ecuacién [2-26]).

Para aproximar las primeras derivadas parciales se usa la ecuacién . En donde € es una
constante escalar con un valor pequeno (e = le — 5), e, es un vector unitario con el tamano
de X que contiene ceros es todas sus posiciones excepto en la posicion k a la cual se le asigna
el valor de 1.

of _ J(X +eer) — f(X)
O ¢ (2-36)
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Dado que la matriz Hessiana se multiplicara por un vector, se usa una aproximacion finita
como se muestra en la ecuacion [2-37, en donde V' corresonde al vector que sera multiplicado.

V() v = VI V) = V) .37

€

2.2.4. Andlisis de resultados de una optimizacion multiobjetivo

[Regresar al indicel

Cuando los problemas de optimizacién buscan optimizar més de una sola funcién objeti-
vo son conocidos como problemas multiobjetivo puesto que optimizan ambos objetivos en
forma simultanea. Es comin que estos objetivos estén en conflicto es decir que, al momento
de mejorar uno de ellos, se empeore otro y viceversa. Por esta razén no se puede considerar
que exista una tunica solucion éptima con respecto a todas las funciones objetivo, en lugar
de eso existe un conjunto de soluciones 6ptimas, conocidas como Frente de Pareto (PF|por
sus siglas en inglés) [39].

Frentes de Pareto

[Regresar al indicel

En la optimizaciéon multiobjetivo se utiliza con frecuencia el concepto de soluciones do-
minadas, éste se basa en comparar dos soluciones para determinar si una domina a la otra
o no. Se dice que un vector Uluy, uy, .., u;] € R¥ domina a otro vector V[vy,va,..,v;] € R¥
(denotado por U < V) si y sblo si U es parcialmente menor que V'V i € {1,2,....k},u; <
v Nj€e{L,2,...,k} :u; <v;. En otras palabras, existe al menos una u; que es mas pequena
que v;, mientras que las restantes us son menores o iguales a las correspondientes v [3].

Considere por ejemplo un problema de optimizacién de dos objetivos con tres soluciones
diferentes tal como se muestra en la figura [2-5] en el que se busca maximizar tanto a la
funcién 1 (f;) como a la funcién 2 (f2). Resulta entonces complicado el poder encontrar las
mejores soluciones, y es entonces cuando las soluciones dominantes cobran importancia para
poder elegir cudl es la mejor de dos soluciones conocidas en términos de ambos objetivos.

Observe la figura en la que se muestran tres posibles soluciones. Si se desean minimizar
ambas funciones objetivo, al comparar la solucién 1 (azul) y la solucién 2 (verde) es posible
notar que la solucién 1 es mejor que la solucion 2 para fo y la solucién 2 es mejor que la
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Espacio de
decision

Espacio
objetivo

500

fa

Figura 2-5.: Espacio de decisién y espacio objetivo [3].
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1
1
%)

v

Figura 2-6.: Ejemplo con tres soluciones
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solucién 1 para f; por lo tanto la solucién 1 es una solucién no-dominada por la solucién 2.
Por otra parte, si se comparan las soluciones 2 (verde) y 3 (roja), se percibe que la solucién
2 es mejor que la solucion 3 tanto para la funcién f; como para la funcién f5, cumpliendo de
esta forma las dos condiciones necesarias para ser considerada como una soluciéon dominante.

Cuando se tiene un nimero finito de soluciones es posible llevar a cabo las comparaciones en-
tre cada una de ellas para determinar cuéles son las dominadas y cuales son las no-dominadas
(conocidas también como dominantes). El conjunto de las soluciones no dominadas por al-
guna otra se conoce como el [PF]

La figura muestra, en color rojo los [PF| para los cuatro posibles escenarios que podrian
presentarse al llevar a cabo la optimizacién multiobjetivo de dos funciones, en donde cada
una de ellas puede ser maximizada o minimizada. En la figura[2-7|(a) se aprecia el [PF| cuando
se desea minimizar ambos objetivos, por su parte la figura (b) corresponde al cuando

f, f,

F 3 F 3
min-min

max-min max-max

© Lr @ .1

»

Figura 2-7.: Soluciones 6ptimas del Frente de Pareto
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se busca minimizar la funcién 2 y maximizar la funcién 1; en la figura [2-7)(c) se observa el
cuando se busca maximizar la funcién 2 y minimizar la funcién 1, por tltimo en la figura
2-7|(d) se marca el cuando lo que se busca es maximizar ambas funciones.

2.3. Conclusion

[Regresar al indicel

En este capitulo se presentaron las bases para comprender el uso de las [FCC| asi como
el procedimiento detallado para la definiciéon de la matriz de masas de un eslabodn.

También se recordaron las bases necesarias para optimizacion, haciendo especial hincapié en
los algoritmos [DE] y [PGD] asi como en el andlisis de los resultados de optimizacién para
problemas de optimizacién multiobjetivo a través del uso del [PF]
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[Regresar al indice]

En este capitulo se presenta, en forma breve, un recorrido a lo largo de la historia del
balanceo de mecanismos, en donde es posible encontrar referencias en articulos de investiga-
cién desde el afio de 1902 [40] pero manteniéndose como un tema vigente e importante atin
hasta nuestros dias.

Un analisis histérico muy completo concerniente al balanceo de mecanismos puede encon-
trarse en [0, 41] y mas recientemente en [10 5], sin embargo con la finalidad de conocer
un panorama general y poder plantear los principales aportes de este trabajo, se presenta a
continuacién un breve resumen destacando las principales propuestas a lo largo de la historia
para llevar a cabo el balanceo ya sea completo o parcial de las [ShF]y los [ShM]

Entre las primeras publicaciones relacionadas con el tema se encuentra en 1902 el trabajo de
O. Fischer [40] quien presenta un método denominado ’'vectores principales’. Este método
permite el balanceo de la para ello se analiza cada uno de los eslabones que componen
un mecanismo y se determina aquellos puntos en donde se alcanza el balanceo estatico. Estos
puntos se conocen como 'puntos principales’. El trabajo de O. Fischer proporcioné las bases
para la creacién de dispositivos que permitieron el estudio del movimiento de los centros de
masas de los eslabones en un mecanismo.

El método de los vectores principales fue utilizado posteriormente por V. P. Goryachkin [42],
por V. A. Yudin [43] y por Kreutzinger [44]. También ha sido empleado por Shchepetilnikov
[45] que propone un método para minimizar el a través del uso de un contrapeso
montado en la manivela de entrada sobre un eje diferente al eje de entrada pero que gira con
la misma velocidad angular, de esta forma logra eliminar el primer arménico del Y fue
empleado nuevamente por él para balancear mecanismos con eslabones asimétricos [46]. Mas
recientemente en 2013 Van der Wijk [47] y Van der Wijk y Herder [48] lo emplearon para el
balanceo del de tres elementos en serie.

Otro de los primeros métodos utilizados para lograr el balanceo fue el método de la sustitucion
estatica de masas que se basa en sustituir estaticamente la masa del acoplador por masas
concentradas para lograr el equilibrio en los enlaces rotativos. Este método fue utilizado en
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los trabajos de F.R.Grossley [49], R.L. Maxwell [50], M.R. Smith [5I] y G.J Talbourdet [52].

Los anos en torno a 1920 se vieron marcados por un especial interés en el balanceo de motores
[53, 54, 55, Bo, 57, B8, [5I] asi como de méquinas relacionadas con la agricultura [60] [61].
De estas publicaciones destaca [58] en donde se utiliza el balanceador Lanchester, que sigue
siendo un método vigente en la actualidad para el balanceo de motores de cuatro tiempos.

El método del mecanismo duplicado [56], 62, 63] se basa en la adicién de un mecanismo
duplicado con simetria axial, haciendo estacionario el centro de masas del mecanismo en
conjunto y logrando asi un balanceo completo.

Kamenskii [64] fue el primero en utilizar un mecanismo de levas para llevar a cabo el balanceo,
de esta forma a través de una leva con un contrapeso es posible eliminar tanto la [ShF] como

el (ShM]

También vale la pena destacar el trabajo de Hilpert [65] que utiliz6 un mecanismo de
pantografo para llevar a cabo el desplazamiento de los contrapesos, logrando asi el balanceo
del mecanismo. Este método también se emple6 posteriormente en [66] 67] en donde se pre-
sento un estudio de las condiciones para el balanceo completo de mecanismos con un pequeno
incremento en la masa total de los eslabonamientos médviles implementando un contrapeso
engranado ubicado en la base del mecanismo.

En los anos 40s se desarrollaron métodos para lograr el equilibrio parcial basados en la
aproximacién de funciones. Destaca el trabajo de Geronimus [68],[69] en donde las condiciones
de balanceo se formulan mediante la minimizacién de la raiz cuadratica media (RMS) o
valores méximos (enfoque de Chebichev) de la [ShM]

Mas adelante, Bessonov [70, [71] formulé una solucién del problema de balanceo mediante
eslabones de masa variable aplicando los métodos de valor RMS| y mini-max para la mini-
mizacién.

Los métodos de balanceo basados en el anélisis de los arménicos, cobraron mayor importancia
con el uso del mecanismo manivela-biela-corredera en los motores de combustién interna
[72, 73, 74, [75], logrando la reduccién del mediante el equilibrio de ciertos armonicos
de la [ShF] y del ShM] Para llevar a cabo este proceso, las fuerzas y momentos que no se
encuentran balanceados se dividen en Series de Fourier y luego se estudian por partes.

En 1968, Berkof y Lowen [76] propusieron una nueva solucién para el balanceo de fuerzas
mediante un método llamado vectores linealmente independientes. Este método consiste en
formular una ecuacién considerando una representacion vectorial que describe la posicién del
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centro de masa total del mecanismo en conjunto con la ecuacién que representa la cadena
cinematica cerrada. Se obtiene entonces un sistema de ecuaciones que contiene vectores
linealmente independientes que permite obtener las condiciones de balanceo del mecanismo
reduciendo a cero aquellos coeficientes que dependen del tiempo. Este método se aplicd
posteriormente en [77, [78]. Especialmente en [77] se presenta el diseno de un software que
permite el balanceo de un mecanismo de cuatro barras utilizando este método, ademés el
incremento del se controla de forma de que se mantiene lo més pequeno posible.

En los anos 70s el balanceo dinamico de los mecanismos cobré mas importancia. En 1973 Ber-
kof [79] describié el primer método documentado para lograr el equilibrio dindmico completo.
Este método esta basado en sustituir la masa del acoplador por masas concentradas, de esta
forma el problema se convierte en un problema de equilibrio de revolucion. Este método fue
aplicado también por Esat y Bahi [80] quienes propusieron ubicar contra-inercias giratorias
para eliminar los momentos provocados por los eslabones moviles, al mismo tiempo que sus
masas se utilizaban para realizar el balanceo de la [ShF] Este método tiene como ventaja el
poco incremento en la masa total del mecanismo resultante.

Bagci [81] utilizé una estructura de paralelogramo para un mejor balanceo de mecanismos.
Este paralelograma transfiere el movimiento a un engrane de contra-inercia ubicado en la
base del mecanismo.

Zobairi, Rao y Sahay [82], 83, [84] estudiaron el problema de balanceo considerando la elas-
ticidad de los elementos.

Resulté entonces claro que, el llevar a cabo el balanceo completo de mecanismos es posible
mediante complejas consideraciones de diseno y a través de un inevitable incremento en la
masa total del mecanismo, de ahi que comenzaron a cobrar mayor auge los métodos que
proponian un balanceo parcial del mecanismo. En busca de minimizar la [ShEF]y el [ShM] han
surgido diferentes propuestas [85, 86, 87, [88], 89, 00, 01, ©2]. En [93], Wiederrich y Roth
propusieron condiciones generales simples para determinar las propiedades de inercia de un

mecanismo de cuatro barras permitiendo un balanceo parcial del mecanismo. Dresig [94]
95, 96] examing las condiciones de balanceo para varias estructuras 2D con eslabonamientos
de seis y ocho barras. Elliot y Tesar [97] presentaron la optimizacién mediante la teoria de
"last-square” para el balanceo del de un mecanismo de cuatro barras con una velocidad
angular de entrada constante.

En [98, Q9] se sugiere una propuesta que permite la comparacién de la eficiencia de los
métodos de balanceo por un criterio de valor minimo del[ShM] Tepper y Lowen [98] muestran
que en los mecanismos con [ShF]balanceada, el valor ‘cuadratico medio’ del principal momento
de inercia es constante en relacion con algunas elipses localizadas en el plano del mecanismo, y
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al disminuir las dimensiones de estas elipses, el valor ‘cuadratico medio’ disminuye alcanzando
un minimo global en el centro de esta familia de elipses. Esta misma teoria, aplicada a
mecanismos tridimensionales fue desarrollada por Urba [99], mostrando que las elipses se
transforman en elipsoides pero que sus propiedades se mantienen.

El balanceo dinamico de mecanismos de seis barras ha sido ampliamente estudiado por
diferentes autores [100, 101, 102} [T03] y existen numerosas técnicas que permiten llevar a
cabo el balanceo completo una vez que las condiciones de balance han sido determinadas.

Berestov [104] [105] plante por primera vez un método para el balanceo dindmico basado en
sistemas planetarios. Su trabajo sirvié de sustento para los presentados por Feng [106] 107,
108, 109], Yu y Smith [110]. En [I08] se present6 el estudio del balanceo del de 17 tipos
de mecanismos de ocho barras.

En cuando a estudios experimentales sobre balanceo de mecanismos, vale la pena destacar
[111), 1T2] 113]. Jacobi y Rose [111] realizaron experimentacion con el balanceo de la de
un mecanismo de cuatro barras. Los resultados demostraron coincidencia entre los resultados
experimentales y los obtenidos mediante modelos computacionales. Tricamo y Lowen [114]
115] lograron reducir en méas de un 50 % el mediante un dispositivo experimental en un
mecanismo de cuatro barras.

Respecto a mecanismos espaciales, Semenov [I16] obtuvo buenos resultados al demostrar
que el Negimo arménico del [ShF] de cualquier mecanismo espacial puede ser balanceado me-
diante tres contrapesos dispuestos en planos perpendiculares. Este mismo tipo de soluciéon
fue explorada més adelante por Chiou y Tsai [117]. Kaufman y Sandor [I18] desarrollaron el
método de los vectores linealmente independientes para mecanismos espaciales, mostrando
el método al balancear mecanismos del tipo [RSSR] y [RSSP} Gappoev [119] desarrollé un

método generalizando las aproximaciones de Shchepetilnikov’s [45] [120] para la versién tri-

dimensional; él eliminé el primer arménico del [ShM] agregando un contrapeso a través de un
mecanismo que giraba a la misma velocidad que el eje de entrada. Algunos ejemplos para
el balanceo de mecanismos espaciales tipo Bennett han sido estudiados en [121], 122} 123].
Yu [124], 125, [126] desarrollé6 un método para el balanceo de mecanismos basado en agregar
diadas adicionales al mecanismo inicial.

Wawrzecki [127, 128] trabaj6 en relacién a mecanismos espaciales en el movimiento de una
aguja en maquinas de coser. En el trabajo de Belonovskaya, Dimentberg, Maysuk [129] se
presentan principios para la construccion de mecanismos espaciales auto-balanceados. Zhang
y Chen [I30} [I31] presentaron una teoria de vibraciones mecénicas para el balance del ,
para lo cual consideraron el ‘frame’ como un sistema vibratorio de tres grados de libertad.

En anos recientes, Kochev [132] [133], [134] 135, 136, 137, 138, 139, 140, 141], 142} [143], [144]
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Tabla 3-1.: Algunos métodos para el balanceo mecanico de mecanismos.

Método Referencias Descripcion

Se basa en sustituir estaticamente la

masa del acoplador por las masas

Sustitucién de masas | [49] 50] 511, 52] pracor por o
concentradas para lograr el equilibrio

de los enlaces rotativos.

Balanceador 53] Un método ain vigente utilizado en

Lanchester motores de cuatro tiempos.

Adicién d i duplicad
Mecanismo duplicado | [62] [63], 56] _ IC;O,H © 'u? HHECATISIIO cuphicado col
simetria axial.

A través de levas y contrapesos es

Mecanismo de levas 64

(64 posible lograr el balanceo estatico.
Meca/nismo de 165, 165, 7] A través del desplazarr}iento de
pantografo contrapesos y engranajes

Uso de contrapesos y Agregar masas concentradas que

45, 79, 180, 79, ;&0

contrainercias permitan lograr el equilibrio
Un paralelograma transfiere el movimiento
Paralelogramo [81] del mecanismo a un engrane de

contra-inercia ubicado en la base

desarroll6 una teoria de balanceo, en su trabajo se generaliza la teoria de las elipses iso-
moménticas, el método de los vectores independientes y los estudios relacionados con sistemas
mecanicos de doble manivela de propiedades simétricas. Kochev desarrollé un método para
el balanceo activo del basado en fluctuaciones en la velocidad de entrada del mecanismo
y desarrolld sistemas auto-balanceados basados en ensambles 6ptimos y posiciones angulares
de sub-eslabonamientos.

Por otra parte, en [145], Acevedo, et.al, presentan el balanceo dindmico de un mecanismo
espacial de tres grados de libertad, mediante el uso de contra pesos giratorios.

En relaciéon a las publicaciones que se han presentado anteriormente, estas pueden dividirse
en dos grandes grupos, algunas de ellas se centran principalmente en el planteamiento de
métodos mecanicos que permitan reducir o eliminar ya sea la ShF, el ShM o ambos; algunas
otras proponen innovaciones en los métodos matematicos para el analisis del balanceo de
mecanismos. Las tablas y presentan un resumen de algunas de las publicaciones
mas representativas de acuerdo a su tipo.

Ahora bien, cuando el acceso a recursos computacionales era limitado, la optimizacion del
balanceo de mecanismos se llevaba a cabo mediante métodos analiticos o semi-analiticos
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Tabla 3-2.: Propuestas para el andlisis matematico del balanceo de mecanismos
Método ‘ Referencias Descripcion
Permite el balanceo de las ShF
al analizar cada eslabonamiento
. 401, 42, 43, 44] natizar cad Hatien
Vectores principales conociendo asi los puntos
[45], 146, [47), 48]
en donde se alcanza el
balanceo estatico.
Se basa en la obtencion de un
sistema de ecuaciones
linealmente independientes
Vectores linealmente I76, [72, [78), [77] relacionadas con el centro

independientes

de masa del mecanismo.
Ahi se reducen a cero los
coeficientes que tiene que
ver con el tiempo.

Equilibrio de armdnicos

[72, 119, @2, 173, [74]

Se basa en el andlisis de ciertos

[75], [116] armonicos de la ShF y el ShM.
Software para el balanceo Balanceo estatico que procura
de un mecanismo de [77] mantener al minimo el
cuatro barras incremento en el ShM.
Técnicas de minimizacién | [146], 147, 148, 149] 150, 151] Algoritmos de optimizacion
de reacciones [152, [153] 154, [155] basados en programacion.
Se generaliza la teoria de las
elipses iso-momenticas, el
Método de Kochev 152, [T53, [T, (T35, (136 (137 (T3] Ezte(;(iiciii?:svscl?sr:tudios
[139, 140, 14T, 142, 143 144]

relacionados con sistemas
mecanicos de doble manivela
de propiedades simétricas.
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[85], 88, 93], 07, 156, 157], pero conforme éstos han avanzado y se han hecho cada vez més
potentes, ha sido posible la implementacion de técnicas avanzadas de optimizacion numérica,
consideradas complejas, que permiten la solucion de este tipo de problemas no lineales.

En 1998, Segla [I58] presenté la optimizacién de balanceo estatico de un mecanismo robético,
obteniendo las condiciones de balanceo mediante coordenadas cartesianas y utilizando un
algoritmo genético basico programado en lenguaje Fortran.

Actualmente, las técnicas mas comunes de optimizacién para problemas mecéanicos, se basan
en métodos metaheuristicos tal como puede apreciarse en [159, [160] [36] en donde se emplean
algoritmos evolutivos, evolucién diferencial y algoritmos genéticos, respectivamente. También
se pueden encontrar referencias [I61] en donde se transforma la funcién objetivo para hacerla
convexa , sin embargo esto implica un mayor procesamiento matematico.

En [162], Boskovié¢ propuso un método para la optimizacién del balanceo dindmico de un
mecanismo de cuatro barras basado en un nuevo algoritmo de sub-population firefly teniendo
como objetivo la minimizacién de ocho funciones relacionadas con la el el torque
de entrada y las reacciones en las uniones.

Otros algoritmos de optimizacién basados en programacion han sido también explorados en
los trabajos de Salder et.al. [146] 147, 148, [149] H. Dresig y Schonfeld [150} [151], Jacobi
[152], O’Leary y Gatecliff [153], Qi y Pennestri [154], Walker y Haines [155].

Por su parte Feng [163] implementé un nuevo método basado en la redistribucién de masas
para realizar el balanceo de un mecanismo espacial RSSR a través de algoritmos genéticos,
utilizando coordenadas cartesianas para la obtencion de las condiciones de balanceo.

Hasta donde ha sido posible indagar, al igual que los trabajos anteriores, todos estos trabajos
relacionados con la optimizacion del balanceo estético y/o dindmico de mecanismos, también
emplean coordenadas cartesianas para la obtencion de las ecuaciones de las reacciones del
mecanismo, lo cual implica una mayor complejidad matematica de las mismas al incluir
funciones trigonométricas.

Esta investigacién esta ubicada dentro de las propuestas para el andlisis matematico del
balanceo de mecanismos, diferenciandose de los trabajos existentes en el tipo de coordenadas
empleadas para la obtencion de las ecuaciones, presentando una alternativa a las coordenadas
cartesianas, al utilizar coordenadas completamente cartesianas que permiten conocer
las reacciones en la base del mecanismo mediante ecuaciones de menor complejidad (al
no incluir funciones trigonométricas). También se demuestra que, a través de algoritmos
simples de optimizacién, es posible la minimizar en forma eficaz las reacciones en la base de
mecanismos bidimensionales.






4. Balanceo del mecanismo
manivela-biela-corredera simplificado
mediante redistribucion de masa por
optimizacion

4.1. Introduccion

[Regresar al indice|

Un mecanismo manivela-biela-corredera es aquel que se utiliza para transformar el movi-
miento circular en un movimiento rectilineo, se trata de un sistema reversible, es decir que
también puede convertir el movimiento lineal alternativo en un movimiento giratorio.

El ejemplo méas comin de este mecanismo se encuentra en las locomotoras de vapor (figura
, o en los motores de combustion interna de un automovil, en los cuales el movimiento
lineal de un pistén (generado a través de la explosion de la gasolina) es transferido a una
biela, convirtiéndose en movimiento rotatorio en el cigiienal.

Figura 4-1.: Mecanismo manivela-biela-corredera en locomotora. [4]
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En este capitulo se presenta en forma detallada el analisis llevado a cabo, utilizando coor-
denadas completamente cartesianas, para el de balanceo de un mecanismo manivela-biela-
corredera simplificado a través de la redistribucion de masa, anadiendo contrapesos cuyas
dimensiones y localizacién se resuelven mediante optimizacién. La simplificacion de meca-
nismo manivela-biela-corredera se llevo al cabo eliminando la corredera con el objetivo de
contar con un mecanismo sencillo, formado tinicamente por dos eslabones, permitiendo asi
introducir los detalles del método en forma mas directa.

En forma general el método consiste en calcular la matriz de masas de los eslabones del
mecanismo usando coordenadas naturales, considerando en cada eslabén un par de puntos.
Entonces se ensambla la matriz de masas del mecanismo completo, la cual se emplea para
poder calcular las reacciones dinamicas que el mecanismo transmite a la base y .
Las expresiones de la [ShF] y del [ShM] son obtenidas incluyendo en ellas los pardmetros de
los contrapesos que permitiran el balanceo. Entonces se plantea la funcion objetivo para
la optimizacién, misma que se minimiza utilizando un algoritmo de [DE| Los resultados
de la optimizacién son analizados utilizando Frentes de Pareto permitiendo de esta forma
identificar los mas adecuados. El objetivo principal de este capitulo se centra en describir
a detalle el procedimiento para la obtencién de la matriz de masas M del mecanismo en su
conjunto, asi como en la obtencién de las ecuaciones que definen tanto la [ShF] como el [ShM]
de forma que estos puedan ser optimizados y llevados a su minimo.

El capitulo esta organizado de la siguiente forma: La seccién 4.2 presenta la obtencion de
la matriz de masas del mecanismo manivela-biela-corredera simplificado y las ecuaciones
correspondientes a la[ShF]y el[ShM] La seccién 4.3 define la funcién objetivo y los limites de la
optimizacién. La seccion 4.4 detalla el algoritmo empleado para llevar a cabo la optimizacién
del balanceo. La seccion 4.5 presenta la optimizacién numérica y los resultados obtenidos.
En la seccién 4.6 se encuentran las conclusiones.

4.2. Analisis Mecanico

[Regresar al indice)

La figura muestra en forma general un mecanismo manivela (segmento AB), biela (seg-
mento BC). El sistema de coordenadas (x,y) corresponde al sistema de referencia global del
mecanismo, mientras que los sistemas (x,,y,) en donde 1 < n < 2 representan los sistemas
de coordenadas locales para los n eslabones del mecanismo, cada uno de los cuales tiene
una masa m, y se considera que su centro de masa se encuentra ubicado en las coordenadas
(an,Yan) con respecto al sistema de referencia local.
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Figura 4-2.: Mecanismo manivela-biela-corredera simplificado.

El mecanismo manivela-biela-corredera simplificado corresponde a un sistema de un grado
de libertad, que es controlado en este caso mediante un motor ubicado en el punto A. [ y I5
representan la longitud de cada una de las barras.

Se busca llevar a cabo la redistribucién de la masa, minimizando las reacciones dinamicas que
el mecanismo transmite a la base, calculando las dimensiones y la localizacion del centro de
masas de contrapesos. El mecanismo con dos contrapesos anadidos (¢ y ¢z) puede observarse
en la figura [4-3]

Los contrapesos pueden tener la forma que se desee, sin embargo, por simplicidad en cuanto
a las ecuaciones se consideraran como discos. Cada uno de estos contrapesos tiene su centro
de masa m,, ubicado en las coordenadas (xc,, Yen) de su correspondiente sistema de coorde-
nadas locales. Los contrapesos estan dispuestos de forma tal que uno de sus extremos queda
exactamente unido con el punto del origen del sistema de coordenadas locales, de ahi que su
radio se encontrard definido por la ubicacién del centro de masas (ecuacién [4-1)).

Ten = xgn + ygn (4_1)

Figura 4-3.: Mecanismo manivela-biela-corredera simplificado con contrapesos para balan-
ceo.
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Conociendo la densidad de cada contrapeso p, es posible calcular su masa (ecuacién [4-2)
en funcién de su espesor (t.,) y la ubicacién de su centro de masas (Zen,Yen), en relacién al
sistema de coordenadas locales.

Men = W(rgn)@cn)pcn = W(rgn)@cn)pcn = TPcnten (ycn2 + Ich) (4-2)

Es asi como la masa total de cada uno de los elementos del mecanismo (ecuacién [4-3|) quedara
definida por la masa de la barra original (my, para n = 1,2) en conjunto con la masa del
contrapeso que se encuentra unido a esa barra (m.,).

My, = My, + Men (4—3)
También es posible definir la inercia total de cada elemento I,, (ecuacién [4-5) que se obtiene

al sumar la inercia de la barra original I, con la inercia del contrapeso correspondiente I,
ésta tltima puede ser calculada como se muestra en la ecuacién [4-4

2 2
Icn — 3Tn’cn (ych + CC(:n ) (4_4)

3 on 2 2
In = Icn + Ibn = e (yCQn i l’cn) + IbTL (4_5>

Se define también la nueva posicion (zgn, Yan) para el de cada elemento n considerado
como la unién de la barra con su contrapeso correspondiente (ecuaciones y 4-7).

MenTen + MpnTon
Taon — (4_6>
Men + Mpp,

mcn cn + m m m
Yom = Y nYb (4_7>

Mep + Mpn

Donde ¢y, Yen son las posiciones de los de cada contrapeso, y Tun, Ypn son las posiciones
de los para cada barra original, ambos medidos desde sus origenes locales.

Para poder optimizar el balanceo dinamico del mecanismo en cuestion, se requiere conocer
las ecuaciones que definen la [ShF] y el [ShM] del mecanismo en general, de ahi la necesidad

de conocer primero la matriz de masas del mecanismo completo.
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4.2.1. Matriz de masas de un mecanismo manivela-biela-corredera
simplificado utilizando FCC

[Regresar al indice)

Para poder obtener la matriz de masas M del mecanismo completo, es necesario primero
conocer las matrices de masas correspondientes a cada uno de sus eslabones M,,, éstas pueden
ser calculadas mediante los puntos bésicos i y j de acuerdo a la teoria presentada en [1§]
que se resume también en la introduccion general del presente trabajo.

Considere entonces el primer eslabon correspondiente a la manivela, como aquel comprendido
entre los puntos A y B, siendo A el punto 7 y B el punto 7, con un sistema de coordenadas
locales ubicado en el punto A, cuyo eje x se dirige hacia el punto B. De esta forma la matriz
de masas M; queda definida tal como se muestra en la ecuacién -8

ay 0 b1 C1
0 a, —C bl
M, = 4-8
! bl C1 dl 0 ( )

—C b1 0 dl

Cuyos términos pueden calcularse segin se defini6 en la ecuaciones - [2-24;

1
i (mp1 + mpata (2 + %))
(2.0mp1 + 2.0mpata (22 + y2)) (Mnrzn + Tpatazea (z2, + y2))

ay =mp1 + TPeiter ($z1 + 931) -

1 2
+ Z (Ibl + Tperteax? (le + ?/31) + Tpertayi (1331 + y§1> + 0.5mperter (1:31 + ygl) )
b1
(4-9)

1
:E (mbll'bl + Tperte1Te (xil + y?l))
1

2
R (Ibl + 7TPcltclzzl (xgl + 931) + ﬂ-p01t01y31 <$31 + ?ng) + 0.5mperter (3751 + 931) )
b1

by

(4-10)
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C1 = L 2 2 (_mbl - 7"—)Ocltcl (le + 931))

lp1 (M1 + Tperter (22 + y21)) (4-11)

(mblybl + TperterYel (-T31 + y31>)

1 2
dy =7 (Ibl +mpatazy (02 +ya) + mpatayy (¢4 +yh) + 0.5pata (42 + yh) )

b1

(4-12)

De forma similar es posible generar la matriz de masas My (ecuacién de la biela, que
corresponde en este caso al eslabon comprendido entre los puntos B y C, siendo B el punto
1y C el punto j, con un sistema de coordenadas locales ubicado en el punto B, cuyo eje x
se dirige hacia el punto C.

Qo 0 b2 (&)
0 ay —Co bg
M. — 4-13
2 bg Co dg 0 ( )

—C2 b2 0 d2

Donde:

1
lvy (M2 + Tpeates (22 + y%))

(g =My + TPealeo (3732 + 932) -

1
(2.0mb2 + 2.07Tp02t02 (.7332 + yé)) (mbzl’bg + Wpcgtcgl’cQ (xgg + yz2)) + ZT (4—14)
b2

(Ib2 + Tpeatealy (22 + yZ) + Tpeateayis (22, + y2) + 0.5Tpeatea (22, + 3/32)2>

1
bg :@ (mbgl’bz + 77,0c2tc2xc2 (xEQ + yé))

1

2
_ g <]b2 + Wpcgtcgl’?ﬂ (ﬁgQ + y32) + Wpcgtcgyé (ZL‘gQ + yé) —+ 0.57Tp02t62 (ZL‘?Q + yg?) )

(4-15)

1
= —Mypy2 — TPete xz + f
loa (M + Tpeatea (225 + y%)) ( 2 peztes ( 2y 2)) (4-16)

(maz2tie + Tpeateaye (12 + v5))

Co
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1 2
dy = = (IbQ + Tpeat oty (1’32 + yé) + Tpeateayyi (Ig2 + 922) + 0.5Tpeat 2 (IgQ + yé) )
b2
(4-17)

Vale la pena destacar que en las matrices desarrolladas (ecuaciones y , las dos
primeras columnas pueden relacionarse con las coordenadas z y y del punto correspondiente
a i, mientras que las dos tultimas pueden relacionarse con las coordenadas x y y del punto
correspondiente a j, la misma relacion puede establecerse en los renglones, estando los dos
primeros relacionados con las coordenadas z y y del punto ¢ y los dos ultimos relacionados
con las coordenadas x y y del punto j.

Se sabe que los puntos béasicos se comparten entre los eslabones, de modo que la matriz de
masas M correspondiente al mecanismo completo tendrd una dimensién de 6 x 6 (dado que el
mecanismo esta definido por tres puntos bésicos, cada uno de ellos con dos coordenadas una
x y una y). Las columnas 0 y 1 se relacionan con el punto A, las columnas 2 y 3 se relacionan
con el punto B y, por ultimo, las columnas 4 y 5 se relacionan con el punto C. De esta
forma los renglones pueden relacionarse exactamente en el mismo orden de las columnas.
Las matrices de masas de cada elemento se usan para ensamblar la matriz de masas del
mecanismo, obteniendo la expresién que se muestra en la ecuacién [@-18]

] 0 b1 C1 0 0

by ¢ ay+d; 0 by ¢

4-18
—C1 bl 0 (12—|—d1 —C2 bg ( )
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4.2.2. Momento lineal y fuerza de sacudimiento

[Regresar al indice)

Ahora bien, para definir las caracteristicas cinematicas del mecanismo se establecen los vecto-
res de posiciones q (ecuacién [4-19)), velocidades ¢ (ecuacion 4-20)) y aceleraciones § (ecuacion
4-21)) para cada uno de los puntos bésicos utilizados en las matriz de masas (ecuacion [4-18)).

T
q:[AX Ay BX By OX Cy] (4—19)
q=[VAxy VAy VBx VBy VCx VCy] (4-20)
§=[AAx AAy ABy ABy ACx ACy] (4-21)

Ahora es posible calcular el momento lineal L (ecuacién [4-22)) asociado a todo el sistema.

li] = BM(q (4-22)

Donde B (ecuacién [4-23)) es una matriz formada por tantas matrices identidad como puntos
bésicos del mecanismo, en este caso se tienen tres puntos basicos, por lo tanto la matriz B
tendra una dimension de 2x6.

(4-23)

(e
—_ O
o =
)
[
i

Es posible entonces resolver la ecuacion [4-22| vale la pena destacar que las velocidades
relacionadas con A seran siempre cero por ser éste un punto fijo (VAx =0, VAy = 0), por
otra parte, la velocidad en y del punto C seran también cero puesto que no existe movimiento
en esta direccién (VCy = 0), se obtienen asi las expresiones correspondientes al momento

lineal L; (ecuacion {4-24)) y L; (ecuacion [4-25)).
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1
L; =V Bx <11 <mb1$b1 + 7TPc1tc1£Uc1< 2+ ?Jé)) 2 (IZlb + Tperta ey <$§1 + ygl)
1
2 (.2 2 T 2 2\
+ TPtV (%1 + yd) + §pcltcl (%1 + yc1> >)

1
+ VBx <l2 <mb293b2 + 7Tpc2tc2513c2< 32 + yé))

1 T 2
l2 (Iz2b + Wpcgtcg.fljcQ( zg + ?/32) + wpcztczyé (3732 + 932) + §Pc2tc2 <5’3§2 + 3/32> ))

+ VBx <mb2 + Tpeatea (5532 + 3/022)

1
— (2.0mb2 + 27 peateo (xgz + ygz))
ly <mb2 + Tpeateo (3732 + ?Jé))

(mb2xb2 + TpealcaZen (91332 + yé))

1 T 2
12 (IZ% + 7TPc2tC2%2< 2 9022> + Tpeateatyi (9332 + yé) + §Pc2tc2 <3732 + y?Q) )
1 ™ 2
12 (IZlb + 77Pc1tc1$c1 (%1 + ycl) + Wpcltclyé <le + y;) + §Pc1tc1 <$g1 + y21> ))
VB

+ A Y (meybz + Tpeateayea ($§2 + ygg))

VB

+ Y (_mbl — TPerter (1‘31 + yi))
L (mbl + Tpeite (5531 + y31>)

<mb1yb1 + TpeterYer <$31 + 1/?1))

+VCx <l <mb2$b2 + TpealcaZen (l’cg + yc2>>

2
T 2

l2 (Iz2b + ﬁpCthngQ (xcz + ycz> + 7T,062t02yc2 (%2 + yc2) + §Pc2tc2 (xé + y?z) ))
VCx

+

T 2
<[,22b + Tpeat oty (3532 + 3/32> + Tpeateatiin (3:32 + yé) + S Pcate2 (9532 + 932) )

2 2
(4-24)
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Iy (mbg + Tpeaten <$32 + ygz

V Bx

)) <_mb2 - Wp62t02 (mé + y32>>

V By
(mb2yb2 + Tpealcaye2 (3332 + y§2>> + ;i <mb1yb1 + TperleyYer (9531 + 3/31))
1

1
+ V By <E <mb1$b1 + Tperte1Ter (9531 + yfl))

1
-z (Izlb + Tpatar? (le + y?l) + Tpertays (9531 + yc21)
1

s 2 1
+ §Pcltc1 (1521 + ?/é) >> + V By <l_ (mbﬁbz + TpeateaTen <~ng + y§2>>
2

1 T 2
) (1225 + Tpeateat?y (37?2 + ?/32) + Tpeateatyi (9532 + ,%22) + §Pc2tc2 <9332 + 3/32> ))
2

+ VBY <m52 + 7Tpc2tc2 <x32 + y§2>
1
ly (mbg + Tpeateo (9532 + Y2

>) (2.0m52 + 27Tpc2tc2 <$§2 + yé))

(mebe + TpPealcaZen <$§2 + yé))

2

1 s
+ 2 <IZ% + 7TPc2tc2xz2 (3522 + ?JEQ> + 7TPc2tc2?/32 <$32 + yé) + §P02tc2 <x32 + ng) )
2

1 T 2
+ 2 (1215 + Wpcltcﬂzl (fle + yc21> + Wpcltclygl <$21 + ?J?l) + §Pc1tc1 <$g1 + yé) ))
1

VCx 2 2
+ ; MpaYp2 + TPeateaYe2 | Top + Yoo
2

(4-25)

Una vez que se conocen las expresiones del momento lineal, la [ShF] (ecuaciones y 4-27))
del mecanismo puede calcularse derivando las ecuaciones y con respecto al tiempo.
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1
ShF; =ABx (me + Tpeaten (%2;2 + yé) + T (mbﬂbQ + TpeateaTea (ﬁgg + y§2>>
2
1 2 2
— <2.0mb2 + 27Tp02tcg (ZECQ + y02>>
ly (mb2 + Tpeatea (:ciz + yé))

(mebe + 7Tchth:L‘cQ (ng + y32>>

1 1

+7 (mblxbl + TpataTea (9331 + yé))) + ABy (l_ (mbzybz + Tpeat calea <:c32 + yé))
1 2

1

l ( . N ) <_mb1 — TPe1ter (xil + ?le))
1 Mp1 + Tperter (%1 + ’yd))

(mblybl + Tpatalyea (x?:l + ygl) >>
ACx

+

+ A (mbzl’bz + TpPeatealea (xiz + y22>)
(4-26)
1 2 2
ShF; =ABx <—mb2 — TpPealea (%2 + yc2>>
ly <mb2 + Tpeateo (zvig + ?/22))
2 2 l 2 2
MpaYp2 + TPe2teoYe2 | Too + Yoo | ) + 7 \meryn + mpataye | T + Ya
1
1
+ ABy (me + Tpeateo (ﬁg + y32> + o (mb2$b2 + TpPeateaT e (33(2;2 + ?ng))
X 2 (4-27)

N <2.0mb2 + 27 peateo <$(2;2 + y<2:2>>
Iy (mbg + Tpeateo (:r22 + ygz))

1
(mngbz + TpeoleaTen (IgQ + y22>) + I (mml‘m + Tperle1Ter (Ié + ?/31) >>
1
ACX 2 2
+ el + TpeateaYea | Tog + Yoo
2

4.2.3. Momento angular y momento de sacudimiento

[Regresar al indicel

Cuando se emplean [FCC|, el momento angular H correspondiente al mecanismo comple-
to, puede encontrarse utilizando la ecuacién [I-28 Vale la pena destacar que el resultado de
esta operacion sera siempre un valor escalar, puesto que al tratarse de un mecanismo en 2D
el resultado estara siempre dirigido a lo largo del eje z.

H=qx (Mqg) =rMg (4-28)
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Donde r estéd dado en funcion de las posiciones de los puntos basicos del sistema y puede ser
expresada como se muestra en la ecuaciéon [4-29|

I':[—Ay AX —By BX —Cy Cx}T (4—29)

Es posible entonces resolver la ecuacion 4-28| considerando nuevamente VAy = 0, VAy = 0
y VCy = 0. De esta forma la expresion de H queda expresada como se muestra en la ecuacién
4-50L

1
ly (me + Tpealea ($22 + y§2>>

<2-0mb2 + 2T peaten <51732 + y32>> <mb2$b2 + TpPeateaTeo (9332 + ?ng>)

H :VBX <—By <mb2 + Wpcgtcg (l’zQ + y?ﬁ) -

1 2
l2 <122b + 71-IOCQtCQ‘TcQ <x02 + yc2> + Wp62t62y02 (xc2 + ch) + 9 p02t62 <x02 + yc2> >

1
lg (IZlb + Tpatars (Icl + ycl) + Tpatayn (xgl + ygl)

2 C
+ §Pc1tc1 <~’U31 + 3/31) )) + =
i
<_mb2 — TpPeale2 (9532 + 1/32)
1

Mp2 + TPe2te2 (xgz + ygz>>
( <mb2 + Tpeateo (5532 + ?/é))

(mb2yb2 + Tpeatealen (l’cg + yc2> ))
<2-Omb2 + 27 peaten <5U32 + ?/32)) <mb21’b2 + TpealcaZen (91?32 + 3/32))

+ V By (BX (me + Tpeatea | Tig + ycz) -

1
l2 (Iz2b + Wpcgt02$62< 32 + y32> + Wpcztczygz (9332 + ?Jc22>
2
+ §Pc2tc2 (3332 + yiz) ) lg (IZlb + 7Tp01t01xc1 <xcl + ?Jc1> + 7Tzocltclycl (xcl + yc1>
0 2 2 \? 1
+ §p61t61 (ZL’Cl + yd> )) +Cx <l <mb2xb2 + Tpeateales (ICQ + yc2>)
2

1 2
— g (1220 4 mpatarta (vl + u2) + wpatenfa (v + ) + Greta (vt +42) )))

+ VCX( (mb2yb2 + Tpealcale2 (ﬂfzz + y§2)>

Iy

1
— By( <mb2:cb2 + 7Tpc2tc25€c2< 22 + y32>>

Iy
2
l2 (Izzb + ﬂ-pC?tCQ‘IcQ (Ic2 + yc2> + 7Tp62tc2yc2 <xc2 + yc2> + 9 IOC?tC2 <$02 + y02> )))
(4-30)
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El [ShM] puede entonces calcularse a través de la derivada de H con respecto al tiempo

(ecuacion [4-31]).

st = M g9y Ly
dt dt dt (4-31)
ShM = Oiz_il = rMg + Mg
Donde:
i=[-VAy VAx —-VBy VBx —-VCy VCx|T (4-32)

Al resolver la ecuacién (4-31)) y considerar VAx = 0, VAy = 0 y VCy = 0, se obtiene el
[ShM] del mecanismo completo.

1
ly (mb2 + Tpeaten (1%2 + yé))

<2~0mb2 + 27 peatea (3732 + yé)) (meIEbQ + TpeateaTer <$32 + yé))

ShM =Bx <ABy (me + Tpeateo (xiz + yé) -

1
+ 2 (1225 + Tpeateal (Ié + yé) + Tpeateayis (xgz + yé)
5

T 2 1
+ §Pc2tc2 (xgz + 3/32) ) + 2 (IZlb + 7TPcﬂfclﬂgrf& (x?:l + 3/21> + 7T/Ocltclyé (3731 + yfl)
1

™ 2 2\? ACx 2 2
+ §pcltcl (iUcl + ycl) )) + ;i <mb2yb2 + Tpealcaye2 (95,;2 + ycz> ))
2

— By (ABX (me + Tpealea (xgz + yé)

1
(2.Omb2 + 27 peatea (a:iz + yé))
(9’732 + 3/32))

ly (mb2 + Tpeateo
<m52$b2 + TpPealeaZen <Z‘ZQ + yé))
1
+ 2 (IZ% + 7Tpc2tc25’732 (:ch + 3/22) + 7T/)c2tc23/32 (5’532 + yé)
2
™ 2 2 \?
+ §p02t02 (mc2 + ch) >
1
+ B <Izlb + Wpcltclle (xgl + yfl> + Wpcltclya <$31 + y(?l)
1

T 2 1
+ §pcltcl (5331 + yé) >) + ACx <l_ <mb2$b2 + TpPealcaZen (1?32 + yfz))
2
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1
(Isz + Wpcztczﬂicz (%2 + ch)

12
2 ( 2 2 7T 2 2 \?
+ Tpeatealoo | Teo + Yoo ) + §Pc2tc2 Teg + Yeo
AB
1 Cy X

ly (me + Tpealea <$22 + y?z))

<—mb2 — Tpeates <x§2 + y§2>> (mb2yb2 + Tpeateales (:cig + yé))
1

+ ABy (l <mb2$b2 + Wpcztcﬂd( e %22))
2

1 m 2
l2 (Isz + Wpcztczﬂicg( 2+ yé) + Tpeateayss (5532 + 932) + §Pc2tc2 (95(2;2 + yé) )))
1

ly (me + Tpeateo (9032 + yé))

<2-0mb2 + 27 peaten (51332 + ZJ?Q)) <mb237b2 + TpeateaTeo (3332 + ?J?z))

+ VBx <VBY (mb2 + Tpeateo <$§2 + yé) -

1
l2 (Isz + WpcgtcngQ (:JUCQ + ycg> + Wpcztczycz (9552 + y02>

2
+ §p02t52 <$22 + yé) ) l2 (IZlb + Tperter ('rcl + ?Jel) + Tperteryy (le + ygl)

7 9 92 VCx 2 | .2
-+ Epcltcl Ty + Y + I M2Yb2 + TPe2lc2Ye2 Tog + Yeo

— VBy (VBX (me + Tpeatea <$32 + yé)

1
(2.0mb2 + 27Tp02t02 (sz + ng))
(xé + ygz))

ly (mb2 + Tpeatea
<mb2$b2 + TpeateaTen (9052 + yé))
1
l2 (IZ2b + Wpc2t02x02 (ICQ + yc2> + Wp62t02y02 (xCQ + yc2)
2 2\?
+ 5p62t02 (‘TCQ + yc?) )
b (11 4 7put +02) + mpatar? (22 4 12 + Epata (2 +12)
l2 pcl Clxcl xcl ycl 7T10C1 Clycl Icl ycl 2p01 cl xcl ycl
+ VCX( (mb25€b2 + TpPeatealea (xcz + ch))

l2 (IZ2b + ﬂ-pCQtCQ‘xCZ ('Ic2 + yc2) + 7Tp62t62yc2 <I02 + yc2>

2 VB
+ §Pc2fc2 <$z2 + 3/32) ))) - VCX( -
ly <mb2 + Tpeateo (37?2 + ygz))
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<_mb2 — TPeale2 (3332 + y?g)) <mb2yb2 + Tpealcaye2 (9532 + yé))

1
+ V By <E (mbﬂw + TpeateaTea (9032 + yé))

1 e 2
2 (IZ% + 7rPc2tc2$§2 (5322 + ?/<2;2> + Wpcztczyiz <x§2 + ?/32) + §Pc2tc2 <$§2 + yé) )))
2
(4-33)

Obsérvese que tanto las ecuaciones correspondientes a la[ShF|como la correspondiente al[ShM]
definen al mecanismo para un instante de tiempo determinado, sin embargo, para llevar a
cabo el andlisis del mecanismo es necesario conocer estos valores a lo largo de un ciclo
completo de trabajo T'. Estos valores pueden obtenerse a través del calculo de la cinematica
directa del mecanismo, en este ejemplo ello se logra empleando Solidworks, y sustituyendo
los valores en las ecuaciones [A-26] [A-27] y -33] De esta forma se obtienen las ecuaciones
del [ShF] y del [ShM] en términos de las variables propias de los contrapesos que se buscardn
optimizar.

4.3. Funcidn objetivo y limites de optimizacién

[Regresar al indice]

Para llevar a cabo el balanceo dindmico del mecanismo manivela-biela-corredera simplifi-
cado es necesario considerar un problema de optimizacion multiobjetivo, ya que se desea
minimizar tanto la[ShF] como el ShM] es por ello que se emplean dos indices a-dimensionales
[ que permiten la combinacién lineal de los valores a optimizar, dichos indices se calculan
mediante el valor RMS| a lo largo de un periodo de tiempo T de la reaccién del mecanis-
mo optimizado (rms(°Reaccion)) con respecto al valor del mecanismo sin optimizar
(rms(Reaccion)), tal como se puede apreciar en la ecuacién [1-34]

rms(° Reaccion)

(4-34)

Preaccion = rms(Reaccion)

Dado que en el intervalo de tiempo 7T se tienen N muestras de los vectores |4-19] [4-20] y 4-21],
entonces los valores RMS| de las reacciones pueden ser calculados tal como se muestra de la
ecuacion a la en donde rms(ShF') y rms(ShM) representan las reacciones de las
ShE] y los [ShM] respectivamente del mecanismo sin optimizar. Por otra parte °rms(ShF) y
°rms(ShM) representan las reacciones de las y los respectivamente del mecanismo
con el balanceo optimizado (es decir empleando contrapesos). Los valores correspondientes
a ShFy, ShFj, y ShMy son calculados mediante las ecuaciones [A-26], [4-27] y [A-33| respectiva-

mente, considerando todas las variables relacionados con los contrapesos como cero, de forma
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que los resultados que se obtendran en cada caso corresponderan simplemente a una escalar;
mientras que °ShFy, °ShFj, y °ShMj, son calculados mediante las ecuaciones [4-26] y
respectivamente obteniendo para cada solucién una ecuacion en la que permaneceran
las variables relacionadas con los contrapesos que se introdujeron en el sistema original.

N
1
rms(ShF) = | & > (ShF3 + ShF2) (4-35)
k=1
1 N
rms(*ShF) = \| < > (°ShFZ +° ShF%) (4-36)
k=1

rms(ShM) = (4-37)

rms(°ShM) = (4-38)

De esta forma, el indice de balanceo relacionado con la [ShF| queda tal como se expresa en
la ecuacién -39 mientras que el indice de balanceo relacionado con la [ShM] se expresa de
acuerdo a la ecuacién 4-40L

Z]]{:VZ]_(OS],LFi%C +° Sthk)
> i1 (ShER + ShF3,)

N
_, °ShM?
Bshm = —Zkﬁ ! ; (4-40)
2 k1 ShM;

Ambos indices de balanceo quedan expresados como ecuaciones no lineales y el problema

Bshr = (4-39)

de optimizaciéon consiste en minimizarlos, de forma que para lograrlo se implementa una
combinacion lineal de objetivos tal como puede apreciarse en la ecuacion Ahi X =
[Ze1, Yers te1, Tea, Yo, tea] corresponde al vector que contiene las variables a ser optimizadas, y
~ es un valor escalar que da importancia a cada uno de los objetivos de la optimizacién.

Se desea entonces realizar un proceso de optimizacion que permita llevar a sus valores mini-
mos tanto el al indice Bg,r como al indice Bspay.
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F(X) =% Bsnar + (1 =) * Bsnr (4-41)

En donde los valores de 7 se generan como valores aleatorios con distribucion uniforme en el
rango (0,1) segiin lo recomendado para la bisqueda aleatoria de hiper parametros presentada
en [164].

Para llevar a cabo la optimizacién es necesario fijar limites a las variables a optimizar,

definiéndolos de acuerdo a las expresiones para n=1,2.

<z
ycn < ycn < yg:zax (4_42)
Slen <t

4.4. Algoritmo de optimizacion

[Regresar al indice)

Para la optimizacion de este problema se eligio el algoritmo de Evolucion Diferencial, el
cual se explicé a detalle en el capitulo de Fundamentos. La eleccién de este método se baso
en el hecho de que este algoritmo es uno de los mas empleados para la optimizacion de
mecanismos [165], [166], 167, 168, [169] presentando buenos resultados, ademés se encuentra
ya programado en la libreria Scipy de Python [I70], permitiendo asi su implementacién de
una forma simple.

Los parametros que se utilizaron en el algoritmo de Python para llevar a cabo la optimizacion
son los propuestos por default dentro de la libreria, es decir con una poblacién inicial de N=15
individuos, tolerancia de 0.01, mutacién (F) en el rango de [0.5,1], recombinacién (CR) de
0.7 y nimero maximo de generaciones G=1000.

4.5. Ejemplo numérico

[Regresar al indice

En esta seccién se lleva a cabo el analisis numérico para la optimizacion del balanceo dindmi-
co de un mecanismo manivela-biela-corredera simplificado, analizando los resultados y com-
parandolos con los que se obtenian antes de llevar a cabo la optimizacién.
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4.5.1. Caracteristicas mecanicas y limites de optimizacién

[Regresar al indice|

En la tabla se presentan los parametros correspondientes al mecanismo manivela-biela-
corredera simplificado que se muestra en la figura [4-2] Todos los eslabones son de acero
aleado fundido con una densidad de 7300 kg/m3, por su parte los contrapesos son de latén
con una densidad de 8500 kg/m?.

Cuerpo
n
Masa

myp, 1.64346901 | 2.51946901

n

(k9]
Longitud
Ly 0.250 0.400

[m]

Inercia

Iy 0.03677077 | 0.14023528

kg - m?]
Centro de masa
T 0.125 0.200

n

[m]

Centro de masa
Yb,, 0.000 0.000
[m]

Tabla 4-1.: Parametros de cada eslabén de un mecanismo manivela-biela-corredera simpli-

ficado

El mecanismo se mueve mediante un motor ubicado en el punto A, girando a una velocidad
angular constante w de 500 rpm. Utilizando cinemética directa es posible obtener N muestras
correspondientes a las posiciones (ecuacién , velocidades (ecuaci(’)n y aceleraciones
(ecuacién que corresponden a cada uno de los puntos basicos del mecanismo. Estos
valores pueden apreciarse en la figura [4-4]

Debido a que el punto A permanece siempre estatico (Az = 0, Ay = 0) y el punto C
solamente presentan movimiento en el eje z (C'y = 0), inicamente se grafican las posiciones
correspondientes a Bz, By y C'x tal como puede apreciarse en la figura (a). Lo mismo
ocurre con las figuras[4-4|(b) y [4-4|(c) donde sélo se muestran respectivamente las velocidades
y las aceleraciones de los puntos B (en z y y) y C (en el eje z).
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4.5 Ejemplo numérico

Tiempo (s)

—By(m) ——Cx(m)

Bxim)

(a) Posiciones de los puntos basicos del mecanismo manivela-biela-corredera simplificado.
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(b) Velocidades de los puntos bésicos del mecanismo manivela-biela-corredera simplifica-

do.

1000

(=]
(=1
[Fa]

lz

AOBEE SA0°0
[LSEZFTR00
BrOGT S 80°0
FESR0EEROD
800

UFOETEL00
CSROBECLOD
BEFTLSRA00
S06T 44900
THEZ SEO90°0

E50°0

5L} LD DRI a0y

-1000

-1500

Tiempo (s)

ACx (mfs2)

—ABy (mfs2)

— Bk (m/s2)

(c) Aceleraciones de los puntos bésicos del mecanismo manivela-biela-corredera simplifi-

cado.

Figura 4-4.: Cinemética directa del mecanismo manivela-biela-corredera simplificado.
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Para el ejemplo numérico propuesto y tomando en cuenta las caracteristicas del mecanismo,
los limites considerados para la optimizacién son:

—0.15m < ¢ < 0.15m
—0.15m < Yer, < 0.15m (4-43)
0.005m < te, < 0.04m

4.5.2. Optimizacion

[Regresar al indice]

Para la solucién numérica se utilizé el algoritmo de optimizacién [DE] el cual se ejecuté
hasta obtener 200 soluciones vélidas (es decir aquellas cuyo resultado de la optimizacién de
la funcién objetivo entregan valores en el rango de (0,1)).

La figura muestra la relacion entre los valores SBsnr v Bsnar de todas las soluciones en-
contradas a través de la optimizacién. De acuerdo a estos resultados, es posible eliminar
practicamente en su totalidad la reaccién correspondiente a la [ShF] sin embargo esto provo-
carfa un incremento importante en el [ShM] del mecanismo resultante; en forma similar existe
la posibilidad de eliminar casi en su totalidad el [ShM] del mecanismo, aunque ello implicarfa
que la se mantuviera sin mejora alguna.

Para este trabajo se opté por enfocar aquellas soluciones en las que es posible obtener mejoras
simultaneas tanto en la [ShF] como en el [ShM] considerando la seccién de la figura [4-5] que
se muestra dentro del rectdngulo rojo y que es posible apreciar a detalle en la figura [4-6]

De esta forma, en la figura [4-6|a) se emplean diferentes colores para representar el valor
utilizado para v en la funcién objetivo F'(X) (ecuacién 4-41)).

Por su parte, en la figura (b) los puntos azul obscuro representan el mientras que los
azul claro representan las soluciones dominadas.

Cuando se lleva a cabo una optimizacién multiobjetivo, si dos objetivos estan en conflicto,
el [PF] es una herramienta 1til para analizar los resultados. Una solucién X, se considera
dominada por otra X si sus dos valores son peores que los de la soluciéon X,. El [PF| estd
conformado por las soluciones dominantes.
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4.5.3. Analisis de los resultados numéricos

[Regresar al indicel

Al analizar el [PF] es posible seleccionar las soluciones que resulten mds apropiadas de acuer-
do con el objetivo al que se quiere dar mayor importancia dentro de la optimizacién. De esta
forma, si el interés principal consiste en minimizar la entonces lo ideal es seleccionar el
punto del [PF] que se encuentre mds cercano al [ShF|igual a cero, por el contrario si lo que se
busca es lograr minimizar el [ShM|entonces lo ideal es elegir el punto del [PE] que se encuentre
mds cercano al [ShM] igual a cero. Por otra parte, si se busca una solucién en la que ambos
objetivos (la [ShE|y el [ShM]) se reduzcan a sus minimos, es posible elegir como solucién un
punto del [PF] que se encuentre cercano al cero tanto en el eje correspondiente a como
en el eje correspondiente al (conociendo, al elegirlo, los valores de y que se
lograrfan).

Para ilustrar en forma numérica estas situaciones, se tomardn dos soluciones del [PF}

1. La primera solucion elegida corresponde al punto con el mejor resultado para la mi-
nimizacién de la (Bsnr = 0.22813353, Bsny = 0.054189473), éstos resultados se
obtienen cuando los valores del vector a optimizar son:

Te = —0.109393564  y. = —0.0000263 ¢, = 0.04
Tz = —0.050293307  ye3 = —0.00036442 ¢ = 0.04

En la figura[4-7|(a) se muestra la comparacién de la[ShEF| (considerando tanto la compo-
nente en el eje x como la componente en el eje y) del mecanismo original con respecto
al del mecanismo ya balanceado. Para esta solucién la [ShF] presenta una mejora del
77.19 %. Por su parte en la figura [4-7|(b) se muestra la comparacién entre el del

mecanismo original y la [ShM] del mecanismo optimizado, en este caso la mejora en el

es de un 94.58 %.

2. La segunda solucion elegida es el punto con el mejor resultado para la minimizacién del
(Bsnr = 0.254639632, Bsnar = 0.022358008), estos resultados se obtienen cuando
los valores del vector a optimizar son:

ra = —0.09647414  y. = —0.0000242 ta = 0.04
Tea = —0.094846552  y.3 = —0.000570554 .o = 0.005

La figura muestra la implementacién de esta solucién en el mecanismo simulado a
través de Solidworks.
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Figura 4-7.: Comparacién entre ShF y ShM antes y después de la optimizacion del balanceo
del mecanismo manivela-biela-corredera simplificado.
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(a) Vista 2D.

(b) Vista 3D.

Figura 4-8.: Implementacién de la segunda solucion seleccionada en el PF para el mecanis-
mo manivela-biela-corredera simplificado.
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En la figura [4-7(c) se muestra la comparacién del tanto en la componente x
como en la componente y del mecanismo original (ShF) con respecto a los valores
correspondientes del mecanismo balanceado mediante los contrapesos (ShF opt). Al
utilizar los contrapesos se obtiene una mejora en la del 74.53% . A su vez, la
figura [4-7|(d) muestra la comparacién entre el del mecanismo original (ShM)
con respecto a los valores correspondientes del mecanismo balanceado mediante los
contrapesos (ShM opt). De esta forma se obtiene una mejora del del 97.76 %

4.6. Conclusiones

[Regresar al indicel

A lo largo de este capitulo se presentaron en forma detallada los pasos necesarios para obte-
ner las ecuaciones que definen la ShF y el ShM de un mecanismo manivela-biela-corredera
simplificado, y se ilustré a través de un ejemplo simple el procedimiento necesario para
obtener esas ecuaciones en cualquier tipo de mecanismo.

Se demostré también que el uso de [FCC| en conjunto con el algoritmo [DE] resulta una
metodologia adecuada para la optimizacién del balanceo de este tipo de mecanismos, al
lograr en este caso una reduccién de hasta el 97.56 % del ShM o una reduccién de hasta el
94.58 % del ShF (disminuyendo también en ambos casos las otras reacciones).

En la tabla se muestra una comparaciéon del porcentaje de mejora obtenido para el
balanceo de la[ShF]y el [ShM]entre los resultados obtenidos en este capitulo y los resultados de
la optimizacién de un mecanismo similar de otras publicaciones presentadas con anterioridad.
Puede observarse que los resultados de la optimizacién obtenidos al utilizar [FCC| para definir
la matriz de masas del mecanismo y obtener asi las expresiones que representan las reacciones
en la base, en conjunto con el algoritmo de[DE] resultan ser un método adecuado que permite
la obtencion de muy buenos resultados de optimizacion del balanceo.
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4 Balanceo del mecanismo manivela-biela-corredera simplificado mediante redistribucion

de masa por optimizacién

. % de mejora | % de mejora
Algoritmo de
Ovtimizacid en el balanceo | en el balanceo
PHIHzacion de la ShF del ShM
[165] | Evolucién Diferencial 61.42% 65.96 %
Algoritmo basado
[171] en ensefianza- 48 % 44 %
aprendizaje
[172] Algoritmo Genético 46 % 99 %
En ,este Evolucién Diferencial 77.19% 94.58 %
capitulo
En ,este Evolucion Diferencial 74.53 % 97.76 %
capitulo

Tabla 4-2.: Comparaciéon de resultados de optimizacion del mecanismo manivela-biela-

corredera



5. Optimizaciéon del balanceo dinamico
de un mecanismo de cuatro barras
utilizando descenso de gradiente
simplificado

[Regresar al indice)

5.1. Introduccion

[Regresar al indice)

El balanceo dindamico puede llevarse a cabo en dos etapas. La primera tiene como obje-
tivo encontrar las expresiones que definen las condiciones de balanceo, usualmente estas se
obtienen mediante métodos que involucran el uso de coordenadas Cartesianas, implicando
por lo tanto el uso de funciones trigonométricas que generan ecuaciones complejas. En contra
parte, el uso de permite expresar las condiciones de balanceo en una forma maés simple
al evitar el uso de variables angulares [32, 28| [I§]. En la segunda etapa, el balanceo dindmico
se logra mediante diferentes métodos mecéanicos, todos ellos implican la adicién de masa al
mecanismo de una u otra forma, sin embargo debe considerarse también que este incremento
de masa no puede realizarse en forma desmedida. El uso de técnicas de optimizacién hace
posible minimizar las reacciones en la base del mecanismo al mismo tiempo que se mantiene
bajo control el incremento de masa. En este capitulo se lleva a cabo una optimizacién pa-
ra el balanceo dindamico de un mecanismo por redistribuciéon de masas mediante la adicion
unicamente de contrapesos.

Para llevar a cabo la optimizacién del balanceo dindmico de un mecanismo de cuatro barras
de acuerdo a la propuesta presentada en este capitulo, en primer lugar se obtiene la matriz
de masas de cada uno de los eslabones que componen al mecanismo utilizando [FCC| una vez
que estos se conocen se ensambla la matriz de masas del mecanismo de cuatro barras y a
través de esta matriz se obtienen las expresiones para las reacciones [ShF]y [ShM] El objetivo
de la optimizacion es precisamente la minimizacion de estas reacciones.
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Al igual que en el capitulo anterior, el problema de optimizaciéon es multi-objetivo con res-
tricciones de limites (también conocidas como restricciones de caja). La funcién objetivo se
obtiene mediante la combinacién lineal de indices adimensionales de balanceo Bspr v Bsnar-
Se continlia entonces con la optimizacion, el algoritmo propuesto en este capitulo consiste
en una version simplificada del Descenso de Gradiente Proyectado [33], se trata de
un método determinista, iterativo, basado en la direccion del vector gradiente.

Una vez que se conocen los resultados de la optimizacién éstos se analizan utilizando [PF]|
de forma que es posible conocer el mas adecuado dependiendo de la reaccién (ya sea 0
a al que se desee dar mayor importancia. Se presenta también un método de analisis
de las restricciones (limites) de la optimizacién basado en la evaluacion de las derivadas del
vector gradiente, graficadas mediante diagramas de caja. Este andlisis permite conocer los
limites que, en caso de ser modificados, pudieran tener mas impacto en la optimizacion.

Por tltimo se realiza un andlisis de sensibilidad simple a través de los [PF| que permite iden-
tificar cudles contrapesos tienen mayor aporte para el balanceo del mecanismo permitiendo
de esta forma la reducciéon de contrapesos.

El ejercicio de optimizacion, analisis de limites y reduccién de contrapesos se lleva a cabo
para tres, dos y un contrapesos. Por ultimo se presenta un ejemplo de expansion de los
limites de optimizacion, basado en los resultados obtenidos a través del andlisis de limites
propuesto a través del método de diagramas de caja.

La informacién que se presenta en este capitulo ha sido publicada en el articulo [I73] en
donde se presenta una extensién del trabajo previo presentado en [168]. Entre los principales
aportes, este capitulo presenta un andlisis del gradiente en los puntos 6ptimos obtenidos
después de llevar a cabo la optimizacién por primera vez, de forma que es posible conocer si
los limites de optimizacién propuestos pueden ser modificados (en caso de que sea mecani-
camente posible) con la finalidad de obtener resultados incluso mejores. Se llevan a cabo
también andlisis de los volumenes de los contrapesos propuestos y de la relaciéon entre el
area y el espesor de los mismos, a partir de los cuales es posible confirmar la informacion
obtenida mediante el analisis del gradiente. El método propuesto puede resultar 1til para
el anélisis de problemas similares de optimizacién de mecanismos. Ademads, se emplean [PF]|
para realizar un analisis de sensibilidad de la respuesta del mecanismo a cada uno de los
contrapesos presentados como solucion, de esta forma resulta simple conocer la importancia
que cada uno de ellos tiene en la respuesta del mecanismo; ademas, es posible determinar de
cual o cuales de ellos se puede prescindir obteniendo todavia buenos resultados de balanceo.

Este capitulo estd organizado de la siguiente forma: La seccion 5.2 presenta la obtencion de
la matriz de masas del mecanismo de cuatro barras y las ecuaciones correspondientes a la
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[ShE]y el [ShM| La seccién 5.3 define la funcién objetivo y los limites de la optimizacién. La
seccion 5.4 detalla el algoritmo empleado para llevar a cabo la optimizacién del balanceo.

La seccion 5.5 presenta la optimizacién numérica, el andlisis de limites para la optimizacion
y el andlisis de sensibilidad del balanceo a los contrapesos cuando se emplean tres, dos o un
contrapeso. La seccién 5.6 presenta los resultados finales del método propuesto.

5.2. Analisis mecanico

[Regresar al indicel

5.2.1. Matriz de masas un mecanismo de cuatro barras utilizando
FCC

[Regresar al indice)

La Figura muestra un mecanismo de cuatro barras. Se trata de un mecanismo de un
grado de libertad, que es controlado mediante un motor colocado en el punto bésico A, de
ahi que la barra AB gira con velocidad w(rads/s]. ly,ls y l3 representan la longitud de ca-
da barra. Al usar m [18] para representar el sistema, es ficil obtener las ecuaciones que
definen la [ShF|y el [ShM] [103], 174, 168].

Figura 5-1.: Mecanismo de cuatro barras

Para obtener la matriz de masas M de todo el mecanismo es necesario definir la matriz de
masa M, para cada barra n, esas matrices pueden ser calculadas usando dos puntos basicos
1y j de cada elemento.
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Con el objetivo de lograr optimizar el balanceo del mecanismo se agregan a éste tres contra-
pesos en forma de disco (uno para cada una de las barras méviles) tal como puede apreciarse
en la figura [5-2] Resulta entonces necesario que las caracteristicas mecdnicas de dichos con-
trapesos queden también incluidas en la matriz de masas M del sistema en conjunto. Es por
ello que cada elemento serd considerado entonces como la unién de una barra y su respectivo
contrapeso. La masa m, de cada barra-contrapeso n = 1,2, 3 estd definida de acuerdo a la
ecuacion [B-1l

My, = Mpy, + Men (5‘]—>

Donde my,, es la masa de la barra original n (n = 1,2, 3) y m, es la masa de cada contrapeso
(n =1,2,3). Sin embargo, la masa de cada contrapeso se encuentra definida en términos de
sus dimensiones y su densidad tal como se puede apreciar en la ecuacién [5-2

Men = TPenten (ycn2 + C(ch2) (5_2)

Donde p,, corresponde a la densidad del material, t., es el espesor de cada contrapeso y
Zens Yen TEPresentan la posicion del centro de masa del contrapeso medido en relacion con el
sistema de coordenadas local de cada elemento.

La inercia total de cada barra-contrapeso I,, (donde n = 1,2, 3) esta definida como se muestra
en la ecuacién -2l

3 cn cn2 Cn2
g, = Mo ¥ o)y (53

Donde z, es la posicién x del centro de masa del contrapeso que corresponde al elemento
Ny Yen €8 la posicion y del centro de masa del contrapeso que corresponde al elemento n,

Y2

c3

Figura 5-2.: Mecanismo de cuatro barras con contrapesos
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ambos medidos desde el origen de coordenadas locales. Por otra parte, [, corresponde a la
inercia de cada barra original.

La nueva posicion Xg, del centro de masa de cada elemento n esta definida de acuerdo a
la ecuacién [5-4] en tanto que la nueva posicién Y, del centro de masa de cada elemento n
queda definida por la ecuacion [5-bl
- MepTen + MpnThn

Mep + Mpp

Xan (5-4)

MenYen + MynYon
Mep + Mpp

YGn -

(5-5)

Donde x.,, y., son las posiciones de los centros de masa de cada contrapeso, y Xp,, Yp, SON
las posiciones de los centros de masa para cada barra original, todos ellos medidos desde el
origen de coordenadas locales de cada elemento.

Para evitar el uso de variables adicionales, la masa de cada contrapeso m.,, puede ser definida
de acuerdo a la ecuacién [B-6

Men = W(rzn)(tcn)pcn (5'6>

Donde p., representa la densidad de cada contrapeso, ., corresponde al espesor y r,, repre-
senta el radio. Como restriccién para los contrapesos, se considera ademas que un extremo
del contrapeso debera estar siempre en contacto con el punto definido como el origen de
coordenadas locales, de ahi que el radio quede entonces definido por la ecuacion [5-7

Ten = v xgn + ygn (5_7)
Sustituyendo la ecuacién (5-7)) en (5-6)) se obtiene la ecuacién [5-8
Men = 7T("Ezn + ygn)(tcn)pcn (5-8)

Utilizando los parametros antes descritos, es posible obtener la matriz de masas de cada
elemento que forma al mecanismo de cuatro barras, y uniendo dichas matrices de masas se
obtiene la matriz de masas M de todo el sistema (ecuacion [5-9)).

—f

> e o o
|
>

g (5-9)

o0 oo oo
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Donde:

a :37p01t01<yc% + xc%)Q + 2Ibl N 2 (Wpcltclxcl (yc% + xc%) + mblxbl)

202
+ TPeiler (ycf + xc%) + my

b

Iy

2
:37Tp02t62<ycg + .Z'C%) + 21 _ 2 (Wp02t02x02 (ycg + xcg) + mb2$52)

20

ly

3Tperter (Yes + xc%)Q + 21,

+ TPeoten (ycg + xcg) + myo +

o 3TPestes(yes + 1)+ 2Ly 2(Tpestestes (e + Ted) + MusTos)

20

212
+ TPesles (yC§ + xcg) + M3

d

I3

:37rp03t63 (ycg + xc%)Q + 2[b3 + 37rp02tc2 (yc% + mc%)Q + 2[b2

20

2 2
e _7Tpc1tcl$cl (ycl + $c1) + Mp1 vy

20

37 perter (e + 22)° + 20y,

ly

f :Wpcltclycl (yc% + xc%) + Mp1Ysy
I

2 2
_ TPegteaTer (Yei + Tep) + MipTyy

20

3 peates(Yed + 23)° + 21y

s

h :Wp02t02y02 (?Jc% + xc%) + Mp2Yba
ly

2 2
; _ TPestea®es (Ve + Tes) + MizTas

22

37003t03(ycg + xcg)Q + 213

I3

j :Wﬂc3tc3yc3 (Y3 + Tc3) + MYy
I3

o8

(5-10)

(5-11)

(5-12)

(5-13)

(5-14)

(5-15)

(5-16)

(5-17)

(5-18)

(5-19)
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5.2.2. Momento lineal y fuerza de sacudimiento

[Regresar al indicel

Una vez que se conoce la matriz de masas M de todo el sistema, es posible introducir un
vector de posiciones para cada uno de los puntos basicos que intervienen en el mecanismo,

quedando representado por q (ecuacion [5-20)).
T
a=[Ax Ay Bx By Cx Cy Dx Dy] (5-20)

Derivando la ecuacion [5-20] con respecto del tiempo, se obtiene el vector de velocidades ¢
(ecuacién , que al ser derivado nuevamente otorga el vector de aceleraciones g (ecuacién
5-22).

q=[VAxy VAy VBx VBy VCx VCy VDx VDy| (5-21)

q=[AAy AAy ABy ABy ACy ACy ADy ADy]" (5-22)

Es posible entonces calcular el momento lineal L (ecuacién [5-23)) asociado a todo el sistema

(ecuacién [5-23]).

[ﬂ — BMq (5-23)

Donde B (ecuacion (5-24))) es una matriz formada por tantas matrices identidad como puntos
bésicos del mecanismo, en este caso cuatro.

vs)
I
—
— O
)
_ O
(@)

(5-24)

o
[ R
o =
o =
—

Resolviendo la ecuacion y considerando que la velocidad de los puntos fijos es siempre
cero (VAx =0, VAy =0, VCx =0, VCy = 0), se obtienen las expresiones del momento
lineal (L; y Lj).

La [ShF] (ecuaciones y del mecanismo puede calcularse derivando las ecuaciones Lj;
y Lj (ecuacién con respecto al tiempo. Para garantizar el equilibrio del mecanismo, el
resultado de estas derivadas debe ser constante en el periodo de tiempo analizado (con fines
practicos generalmente se considera que debe ser igual a cero).
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_sz . 7Tpc3t03y63 (yc?; + mc?’,) + Mp3Ybg 7Tp02t02yc2 (yc% + xc%) + MpaYvo
ShF; =— = | — — ADy
dt I3 Iy
n TPestestes (Yei + Ted) + Mp3Tys " TPeoteaTen (Yes + Ted) + MpaTng ADy
l3 l2
(7rp03tc3y63 (yc3 + $c3) + mbgyb3> ACy
l3
T peatesles (Yok + To2) + Mpa
(Tt U L) I (34 )+ ) AC
TPeateales (Ues + Te3) + Mpaly  TperterYer (Yol + i) + Mp1¥ey
+ - ABy
lg ll
TPeoteaTen (Yoo + Te2) + Mo
(- Dheatenten (0 » I ot (45 + 2.3)
+ M + 7Tpcltclxcl (yC% l_‘_ xc%) + Mp1Thy )ABX
1
+ (Wp01t61y61 (yC% + xC%) + mblyb1> AAy
L
TPerte1%er (?Jc% + xc%) + Mp1Thy 2 2
+ |- l1 + 7Tpcltcl (,%1 + xcl) + My AAX
(5-25)
dL; cabea®e 02 xCQ coleale 02 02
shE, =2 = TPestesTes (Yes + Te) + M3 Ty +7sz 2Tea (Yei + Te3) + MpoaTho ADy
dt lg l2
" TPestesYes (Yes + Te3) + M3l " Tpealealer (Yes + Teh) + Miolby ADy
I3 ly
Tpestestes (Yoi + Te3) + Mip3tog 9 9
+ | - l3 + 7Tpc3t03 (yc3 + 3303) + Mp3 ACY
_ (7p63t03yc3 (?ch + xcg) + mb3yb3> ACx i (_Wpcztc2x02 (ycg + xcg) + MpoTho
I3 Iy

71—pcltclxcl (yc% + zc%) + Mp1Th1
L
<7Tpc1tc1yc1 (yc% + xcf) + Mp1Ysr TPeoleaYeo (ycg + xc%) + mb2yb2)
+ — ABx
ll l2
+ _7Tpc1tclxcl (yc% + Ic%) + Mp1Tpy
i
 (Tperteryer (Yol + xed) + mpiye) AAx
L

+ Tpesten (Yei + Te3) + Mg + )ABy

+ Tpeqter (ycf + a:c%) + mbl) AAy

(5-26)
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5.2.3. Momento angular y momento de sacudimiento

[Regresar al indice]

Al utilizar [FCC] es posible expresar el momento angular de todo el mecanismo H tal como
se muestra en la ecuacién (=27

H = qx (M§) = rMq (5-27)

Donde r esta dada en funcion de las posiciones de los puntos basicos del sistema y puede ser
expresada de acuerdo a la ecuacién [5-28]

I':[—Ay AX —By BX —Oy CX —Dy DX}T (5—28)

Resolviendo la ecuacién y considerando VAx = 0, VAy =0, VCx =0y VCy = 0, es
posible obtener la expresién del momento angular H. El [ShM] puede entonces calcularse a
través de la derivada de H con respecto al tiempo (ecuacion , quedando expresado tal
como se observa en la ecuacién (-301

dH &), dr .
= — = E—— _— 5_29
ShM = —= = xM(=2.7) + (£ )Mg (5-29)
ShM = —ddi[ = rMg + Mg (5-30)

Donde 1 estd definido de acuerdo a la ecuacién B=31].

f=[-VAy VAy —VBy VBx -VCy VCx -VDy VDx|* (5-31)

Para garantizar el equilibrio dindmico del mecanismo, el [ShM] debe ser constante, es decir
que la derivada de H con respecto del tiempo (ecuacién debe dar por resultado cero. Al
resolver la ecuacién [5-30]y considerar VAy = 0, VAy = 0, VCx = 0y VCy = 0, se obtiene
el del mecanismo completo (ecuacién [5-32).
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2 2
ShM — VDX ( (Sﬂpcgtci’.(yc%Q";;xc%) + 2[b3 + 37Tpc2t02(yc§2"}_2xc§) + 2162) VDY
3 2

2

WpcthZxCQ (ycg + 1'(;%) + MpaTpo 37Tp02tc2 (yc% + wc%) + 21b2

+ ;i — ST VBy
2 2
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ly
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. (71’,06215623362 (ycg + Ic%) + My Tho B 37TPCZt02<yC% + $C%) + 21172

) VD x VDy

By VD
Iy 212 )VXVY
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B 202 * 202 ADx
3 2
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c tc c 02 02 3 c tc 02 c2 2 21
4 T Pegteaten (Y 2Z‘Fx2)+mb2xb2_ TPeatea(y 22‘;‘25’7 3)" + 20 ABy | Dy
2 2

3T pesles (ycg + 37(:%)2 +2ly3 | 3Tpeolen (Z/c% + xcg)2 + 21y
* 202 * 202 ADy
3 2

_|_

2
7Tp02t02xc2 (ycg + xc%) + MpaTpo . 37T1062t02 (yc% + xc%) + 2Ib2 ABY
I 212

_ (Tpeateales (Yes + Te3) + MiaYso) ABX) Dy

>
2
+ ((Wpcgtc3xc3 (ycg + xcg) + Mp3Tp3 _ 3T pesles (ycg + xcg) + 213 AD
I3 212 Y

+ (Wp03t03y03 (yc?% + xcg) + mb3yb3> ADX
l3

) Cx — By + By
(5-32)
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5.3. Funcidn objetivo y limites de optimizacién

[Regresar al indicel

Para definir la funcién objetivo sobre la cual se llevara a cabo el proceso de optimizacion, se
emplean dos indices adimensionales [3;.

El primero de estos indices Sgpr (ecuacion esta definido por el valor cuadratico medio
de la reaccién del mecanismo optimizado (rms(°Reaccion)) con respecto al valor
de la reaccién del mecanismo original (rms(Reaccion)), ambos considerados durante
un periodo de tiempo T.

Bonp = rms(°ShF)
S rms(ShF)

Donde el de la reaccién de la (rms(°ShF)) del mecanismo optimizado esta dado
tal como se muestra en la ecuacién [5-341

(5-33)

rms(°ShF) = %

] =

(ShF2 + ShF%,) (5-34)

k=1

Y el de la del mecanismo original (rms(ShF')) es una constante obtenida del
calculo del [RMS] de la [ShF] del mecanismo de cuatro barras sin ningin contrapeso afiadido

(ecuacién [5-35]).

N
rms(ShE) = % S(ShEZ + ShEZ,) (5-35)
k=1

Sustituyendo las ecuaciones [5-34] y [5-35| en [5-33| se obtiene el indice de balanceo (Bsnr)

(ecuacion |5-36]).

S (°ShFZ +° ShF2)
S 1 (ShF2 + ShF2)

Bsnr = (5-36)

El segundo de los indices de balanceo Sgnys (ecuacion [5-37) puede ser calculado de una
manera similar al primero pero considerando ahora la reaccién provocada por el [ShM]

N
" °ShM?
Bsnu = —2’3;1 § (5-37)
>kt ShM

Donde °ShM es el del mecanismo optimizado (es decir cuando se consideran los con-
trapesos agregados para lograr el balanceo) y ShM es una constante que representa el
del mecanismo sin balancear.
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El objetivo concreto de la optimizacién que se lleva a cabo para el mecanismo de cuatro
barras consiste en minimizar Sgpr v Bsnar (€cuaciones y p-37)), por lo tanto se trata de
un problema multiobjetivo.

La principal técnica empleada para llevar a cabo la optimizacién de problemas de objetivos
multiples es la combinacién lineal de las funciones objetivo, que define la nueva funcién
objetivo mediante una combinacién lineal de los indices de balanceo (ecuacion [5-38)).

F(X) =% Bsnar + (1 — ) * Bsnr (5-38)

donde v es un valor escalar que depende de la importancia dada a cada uno de los objetivos
de la optimizacion.

En este caso, las variables a optimizar son: x.1, Ye1, te1, Te2, Ye2, te2, Tezy Yes, tes; ¥ los limites
quedan comprendidos de acuerdo a las desigualdades [5>-39|

man max

‘rcn g Len < xcn
ygzm < Yen g yg;;ax (5_39)
to" Sten ST

5.4. Algoritmo de optimizacion

[Regresar al indicel

Con la finalidad de explorar otros algoritmos alternativos para la optimizaciéon del balanceo
se decidi6 optar por el algoritmo de Descenso de Gradiente Proyectado por sus siglas
en inglés), que es un método deterministico, basado en el concepto matematico del gradien-
te, sumamente sencillo de comprender y de implementar en programacién. Este algoritmo
puede utilizarse para resolver diferentes tipos de problemas tal como puede apreciarse en
[38, 175, [176].

Para la implementacién del algoritmo de optimizacién en este capitulo, al algoritmo original
de [PGD] propuesto normalmente en la bibliograffa de optimizacién se le realizé una modifi-
cacion simplificando el control de los limites de la optimizacion, tal como se detallarda mas
adelante.

El algoritmo 2] describe el [PGD] simplificado utilizado para encontrar el minimo de la fun-
cién objetivo (ecuacion [5-38)). Ahi, RandomBoxConstraints() calcula un vector de variables
aleatorias con una distribucién uniforme respetando los limites especificados. Por su par-
te GradientFiniteDif f(f, Xo) v HessianFiniteDif f(f, Xx, Px) calculan la aproximacién



N
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5.4 Algoritmo de optimizacion 7

del vector gradiente y de la matriz Hessiana basados en las ecuaciones [2-25] [2-30| y [2-37]
||.|| representa la norma del vector € que es un pequeno escalar (¢ = le — 5).

Algoritmo 2: Descenso de gradiente proyectado con descenso maximo

Xo = RandomBoxConstraints();

V f(Xo) = GradientFiniteDif f(f, Xo);
k=0;

while [|[Vf(Xy)| > € ork < NMazlter do

_ Vi(Xk) .
Py = — v rxan

APy, = HessianFiniteDif f(f, Xy, Py);
VIX)" Py
- PTAP,

Xpr1 = Xi + apPy;

If isInvalid(Xy,1) then fix(Xgiq);
If || Xk41 — Xk|| < € then break;
k=k+1;

end

ap —

return Xy;

Para controlar los limites especificados de la optimizacion, se utiliza la versién simplificada
del de modo que cuando una solucion esta fuera de los limites, ésta es proyectada
a una regién valida. La funcién booleana isInvalid(Xy,1) regresa ‘verdadero’ si el vector
obtenido contiene valores fuera de los limites y regresa ‘falso’ en caso contrario. La funcién
fir(Xyy1) se usa para corregir los valores del vector en caso de que hayan resultado no
validos. Esta correccién de valores implica que si el resultado es menor que el valor inferior
permitido, entonces éste se convierte al minimo. De forma similar, si es mayor que el valor
maximo permitido, entonces se convierte al maximo

El algoritmo implementa dos condiciones para detenerse:

1. || Xks1 — Xi|| < € Si la diferencia entre X; ;1 y X es demasiado pequena significa que
practicamente no se esta dando cambio alguno entre la solucién actual y la anterior.
Este caso se contempla también cuando la norma del vector gradiente tiene un valor
cercano a 0.

2. k > NMaxIter. Se ha alcanzado el nimero maximo de iteraciones (Para la implemen-
tacién se consideré N MaxIter = 1000)).

La versién simplificada del algoritmo de [PGD] se ejecuta varias veces tomando  como un
nimero aleatorio que sigue una distribucién uniforme entre 0 y 1. Como se explica en [164],
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una mejor alternativa que el uso de una malla para generar los valores de v se encuentra en
el uso de valores aleatorios de hiper parametros.

5.5. Ejemplo numérico

[Regresar al indice)

Esta seccion presenta un andlisis numérico para la optimizacién del balanceo completo de
un mecanismo de cuatro barras, adicionalmente se presenta un método mediante el cual
es posible obtener informacion acerca de la importancia de cada contrapeso resultado de
la optimizacion y de su influencia en el balanceo total del mecanismo, permitiendo de esta
manera tomar decisiones en caso de que sea necesario disminuir la cantidad de contrapesos
a utilizar, obteniendo éptimos resultados.

5.5.1. Caracteristicas mecanicas y limites de optimizacion

[Regresar al indice)

La tabla presenta los pardmetros fisicos de un mecanismo de cuatro barras (figura
. El material usado para los eslabones es acero, con una densidad de 7800kg/m?. Los
contrapesos se consideran de latén con una densidad (p.) de 8500kg/m?.

El mecanismo es movido por un motor colocado en el punto A, girando a una velocidad
constante de 500rpm. A través de cinematica directa es posible obtener una muestra de las
posiciones ( By, By, C;, Cy, D,, D,), velocidades ( VB,, VB,, VC,, VC,, VD,, VD,) y
aceleraciones (AB,, AB,, AC,, AC,, AD,, AD,) correspondientes a cada uno de los puntos
bésicos considerados en este sistema, para ello se empled el software de [CAD| Solidworks.

Remplazando todos los pardmetros conocidos en las ecuaciones y [5-37] se obtienen
los indices de balanceo utilizados para definir la funciéon objetivo De acuerdo con las
caracteristicas mecdnicas del mecanismo los limites considerados para la optimizacion se

muestran en las desigualdades [5-40]

40m

—0.40m < Ten, Yoo <O.
(5-40)
<t < 0.04m

0.005m

cn
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Cuerpo
n

Masa
mb"

[kg]

2.51946901

4.73866901

3.68746901

Longitud
L
[m]

0.40

0.78

0.60

Inercia
Iy,
[kgm/s”]

0.14023528

0.98146460

0.45494271

Centro
de masa
ZL’bn

[m]

0.20

0.39

0.30

Centro
de masa

Yo,
]

0.00

0.00

0.00

Tabla 5-1.: Pardmetros de cada eslabonamiento de un mecanismo de cuatro barras.
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5.5.2. Optimizacién usando tres contrapesos

[Regresar al indice)

Para el ejemplo numérico del problema de la optimizacién del balanceo dindmico de un me-
canismo de cuatro barras se utilizé el algoritmo de [PGD]simplificado. Siguiendo la bisqueda
aleatoria de los hiper-parametros presentados en [164], el algoritmo [2] es ejecutado 500 ve-
ces tomando v como un valor aleatorio de una distribucién uniforme en el rango de (0, 1)

(ecuacién [5-38)). Los resultados de la optimizacién son almacenados cuando el resultado de
la funcién objetivo es menor que 1.0.

1.0
1.0 1 L 1.0 oY ..
. .) 'c o
L .t’ 0.8 e . o |
L ]
0.8 - ° 0.8 1 L . .,
® e . ‘ .
L 0.6 °s-.
0.6 0.6 - -
% ] E " 'o .y
et ® muj e, - .
$° L 0.4 't s oo
0.4 o’y 0.4 AN s
L ]
s oF A ST
L ]
*. o - “. -;. Pt
0_2_ . . . 0.2— ‘ .... ‘ ..
... I %% R %
..‘-u e
L]
0.0 T T T T T n 0.0 0.0 T T T -; = T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 ¥ 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Bshm Bshm

(a) Bshar ¥ Bshr optimizados de acuerdo a v (b) Frente de Pareto de los resultados de optimi-
zacion

Figura 5-3.: Analisis del PF de objetivos optimizados de Bsuar v Bsnr para el mecanismo
de cuatro barras.

La figura (a) muestra la relacion entre los valores de Bsnr v Bsny de todas las soluciones
encontradas a través de la optimizacién. Se emplean diferentes colores para representar el
valor utilizado para v en la funcién F'(X) (ecuacién [5-38])

En la figura [5-3|b) los puntos azul obscuro representan el mientras que los azul claro
representan las soluciones dominadas.



5.5 Ejemplo numérico 81

5.5.3. Analisis de los resultados numéricos usando tres contrapesos

[Regresar al indicel

Dentro de las soluciones encontradas en el frente de Pareto, es posible seleccionar la mas
apropiada de acuerdo con el problema concreto que se estd resolviendo al llevar a cabo la
optimizacién del balanceo del mecanismo.

Como un ejemplo, para analizar los resultados, se toman tres soluciones del frente de Pareto,
la primera es el mejor resultado considerando el indice de optimizacién correspondiente al
(Bsnar = 0.1600587, Bspr = 0.9152829), la segunda es el mejor resultado considerando
el indice de optimizacién correspondiente al (Bshm = 0.71311372, Bspp = 0.00295769) y
la dltima es tomando en consideracion ambos indices de balanceo, logrando optimizar cada
uno de ellos en casi un 60 % (Bsnar = 0.42969434, Bgpr = 0.45176319). A continuacién se
analizaran con mas detalle dichas soluciones.

1. La primera solucion se seleccion6 buscando el mejor resultado en cuanto a la optimi-
zacién del balanceo del indice correspondiente al (Bshar), es decir que se trata
de aquella en que la reduccién del [ShM] es maxima, sin tomar en consideracién los re-
sultados del indice correspondiente al (Bshr). Analizando el se eligi6 el punto
que corresponde a: Bspyr = 0.1600587, Bspr = 0.9152829, el cual se logra cuando los
valores del vector a optimizar son:

T = —0.306033474  y.; = —0.05120233 ¢, = 0.007840031
Teo = —0.031811247  y.3 = 0.112686771 t.o = 0.04
ZTeg = —0.115671647  y.o = —0.09348429 t.3 = 0.04

La figura [5-4f(a) muestra la comparacién entre el del mecanismo original (conside-
rando sus componentes x y y) y el después de la optimizacién del balanceo. En este
caso, la total mejord sélo el 8.47%. Sin embargo, con esta solucién, en la figura
5-4(b), es posible apreciar que el momento de sacudimiento del mecanismo optimizado
de cuatro barras es 83.99 % menor que el que se tenfa originalmente. Puede observarse
que al utilizar tinicamente contrapesos no es posible eliminar completamente el [ShM]
sin embargo éste si puede reducirse significativamente, e incluso se reduce también un

poco la [ShF]

2. La segunda solucion se eligié buscando el mejor resultado en cuanto a la optimizacién
del balanceo del indice correspondiente al (Bshr), es decir que se trata de aquella
en que la reduccién del [ShF]es la maxima, sin dar mucha importancia a los resultados

del indice correspondiente al (Bshar)- En el se eligi6 el punto que corresponde
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Figura 5-4.: Comparacién entre ShF y ShM antes y después de la optimizacion del balanceo
del mecanismo de cuatro barras.
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a: Bspy = 0.71311372, Bspr = 0.00295769), el cual se logra cuando los valores del
vector a optimizar son:

T = —0.15548064  y.; = —0.007810097 . = 0.035743454
Teg = —0.046683398  y.2 = —0.068805445 .o = 0.027404923
Tz = —0.132085338 .3 = 0.015127099 tes = 0.037640418

En la figura [5-4{c) es posible apreciar que la del mecanismo donde se usaron
los contrapesos, se redujo significativamente (99.70 %) comparado con el mecanismo
original. Se puede considerar que la [ShF] se elimina casi por completo con el uso de

contrapesos y también el tiene una reduccién del 28.69 % (Figura [5-4](d)).

3. Para la tercera solucion, se eligié un punto del [PF|en donde se obtuviera una reduccién
considerable tanto de la como del . El punto elegido corresponde a (Bspar =
0.42969434, Bspr = 0.45176319). Esta optimizacién del balanceo se logra cuando los
valores del vector a optimizar son:

T = —0.233449901  y., = 0.047539111 ¢, = 0.005
T2 = 0.0000527 Ye2 = 0.000296052 .o = 0.005000159
Tz = —0.125584323  y.3 = 0.058770112 ¢ = 0.04

Al utilizar estos contrapesos el se redujo un 57.03 % y la se redujo un 54.82 %.
Esto se puede apreciar en la figura (e) y en la figura (f)

(a) Vista 2D. (b) Vista 3D.

Figura 5-5.: Implementacion de la tercera solucion seleccionada del PF para el mecanismo
de cuatro barras utilizando tres contrapesos.
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Por otra parte, el resultado de implementar esta solucién se observa en la figura [5-5]
vale la pena destacar que el contrapeso 2 es muy pequeno, y por ello practicamente
imperceptible, como para apreciarse en la solucion.

5.5.4. Método de analisis de restricciones para la optimizacion del
balanceo basado en diagramas de caja

[Regresar al indice)

Se presenta a continuacion una alternativa novedosa para el andlisis de las restricciones
(o limites) de la optimizacién basada en los resultados, considerando los valores del vector
gradiente.

El problema de optimizacién puede ser definido de acuerdo a (5-41)).

min, f(z, a)
s.a. (5-41)
I<x<h

Y las restricciones pueden ser definidas por (5-42)).

min, f(z, a)
s.a.

130 (5-42)
h—xz>0
En este caso, el Lagrangiano esta dado por la ecuacién [5-43
L(z,8,7) = f(x) — 6" (x — 1) — 7« (h — ) (5-43)
y las estan definidas por la ecuacion [5-44]
Vf(x)—0+7=0 (5-44)
con 6, ™ > 0, entonces definiendo A = § — 7 se obtienen y .
Vf(lx)—A=0 (5-45)

Vf(z)=A (5-46)
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Llegando entonces a (5-47) y (5-48]).

5=\ if A>0 (5-47)
m=1< 0 if N>0 (5-48)
~N if A <O

En otras palabras, al analizar el vector gradiente .4, Si éste tiene un valor igual a 0 significa
que la restriccion que se le asignd no estd limitando a la optimizacién para encontrar el
minimo. Sin embargo si el valor del vector gradiente 7.4m, €s mayor a 0 quiere decir que la
optimizacién podria mejorarse si se ampliara la restriccién del borde inferior. Y si el valor es
menor a 0, significa que la optimizacién podria mejorarse si la restriccion del borde mayor
se amplia.

Utilizando este método es posible obtener informacion valiosa sobre las restricciones que se
asignaron a la optimizacion, y en caso que las condiciones mecanicas lo permitieran podria
corregirse alguno de los limites de forma que se obtengan mejores resultados de balanceo.

5.5.5. Analisis de limites para la optimizacidon del balanceo utilizando
tres contrapesos

[Regresar al indice)

A continuacién se presenta un analisis que permite determinar si los limites propuestos
para la optimizacién son los més adecuados o si deberian ser modificados (en caso de que
exista esta posibilidad, tomando en consideracion las caracteristicas fisicas del mecanismo y
del espacio en torno a él).

En la figura se presentan los diagramas de caja de las derivadas parciales de la funcion
objetivo con respecto a cada variable z,,, y, v t, para cada contrapeso n (1 < n < 3).

Tal como se explico en la seccién anterior, se sabe que cuando el valor de la derivada parcial
de cada parametro a optimizar es igual a cero, significa que es posible alcanzar valores
optimos de balanceo dentro de las restricciones propuestas. En los diagramas de caja de la
figura se puede ver que para las variables z,, y vy, de cada contrapeso n (1 < n < 3),
las derivadas parciales son cercanas a cero, esto significa que es posible alcanzar los valores
optimos dentro de los limites de optimizacién propuestos.
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Figura 5-6.: Diagramas de caja de las derivadas parciales de la funcion objetivo con res-
pecto a cada variable de optimizacion cuando se usan tres contrapesos en el
mecanismo de cuatro barras.

Sin embargo, para las variables t; y t3 las derivadas parciales del gradiente no son cercanas
a cero. En t; es posible ver que el valor tiende a ser mayor que cero, por lo tanto, se puede
deducir que el espesor del contrapeso 1 intenta ser menor que el limite de 0.005 metros; sin
embargo, esto no es posible debido a las restricciones mecanicas que impiden que el espesor
sea cercano a cero o negativo dado que esto es fisicamente imposible. Por otro lado, el valor
de la derivada parcial del gradiente t3 tiende a ser menor que 0, lo que significa que si los
limites de la optimizacién lo permitieran, el contrapeso 3 podria tener un espesor mayor a
0.04 metros y de esta forma podria balancearse atin mas al mecanismo en conjunto.

En la figura [5-7|(a) se presenta el histograma de los voltimenes de los contrapesos obtenidos
en las diferentes soluciones de optimizacién. Al analizar el volumen de los contrapesos y
la relacién entre su drea y espesor (Figura [5-7|(b)), se puede ver que el contrapeso 2 tiene
un volumen muy pequeno (comparado con otros contrapesos) y cuando el area y el espesor
son muy pequenos el contrapeso dos esta casi desapareciendo de la solucion. Por otro lado,
la relacion entre el drea y el espesor del contrapeso tres muestra céomo, en casi todos los
casos, el espesor esta alcanzando el limite permitido mas alto, esto demuestra la informacién
proporcionada por el diagrama de caja y por el histograma analizados anteriormente y
confirma la conclusién de que si las caracteristicas mecénicas del sistema lo permiten, podria
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(b) Relacién entre el drea y el espesor de cada contrapeso (utilizando tres contrapesos)

Figura 5-7.: Analisis de dimensiones cuando se utilizan tres contrapesos en el mecanismo
de cuatro barras.

ser recomendable realizar la optimizacién con un limite superior ligeramente mayor para la
variable t3.

5.5.6. Anadlisis de sensibilidad y reduccién a dos contrapesos

[Regresar al indicel

Podria haber algunos casos en los que sea deseable eliminar uno o més contrapesos, las
razones pueden ser el volumen resultante de todo el mecanismo, el costo de implementar la
solucién o el espacio fisico disponible alrededor del mecanismo.

La figura[5-8| presenta en conjunto los[PF]de los diferentes resultados de optimizacién cuando
se usan todas las combinaciones posibles de tres, dos o solo un contrapeso. Las estrellas negras
corresponden al [PF] original cuando se estdn usando los tres contrapesos. Las cruces azules
corresponden al [PF] cuando el contrapeso 2 ha sido eliminado y solo el contrapeso 1y 3 son
considerados. Comparando estos resultados con los obtenidos al usar todos los contrapesos,
es posible ver que los son muy similares.

Las cruces verdes corresponden al cuando se usan solo los contrapesos 2 y 3, lo que
significa que el contrapeso 1 ha sido eliminado. Y las cruces amarillas corresponden al [PF]
cuando se ha eliminado el contrapeso 3 y se obtiene utilizando solo los contrapesos 1 y 2.
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Figura 5-8.: Comparacion del PF al utilizar diferente nimero de contrapesos en el meca-
nismo de cuatro barras.
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Utilizando la informacién proporcionada por los (ﬁgura, es posible concluir que si se
decide eliminar un contrapeso para simplificar el balanceo del mecanismo, deberia eliminarse
el contrapeso 2 , ya que utilizando solo los contrapesos 1 y 3 es posible obtener resultados
muy similares a los obtenidos cuando se usan los tres contrapesos.

5.5.7. Analisis de los resultados numéricos usando dos contrapesos

[Regresar al indice]

Después de probar que el contrapeso con menos influencia en la optimizacién del balanceo
es el contrapeso 2, se seleccionan tres soluciones del [PF] cuando se usan sélo los contrapesos
1 y 3 (figura [5-8]). Estas soluciones se escogen de la siguiente manera:

1. Si el interés es optimizar el balanceo de la[ShF] se considera entonces el resultado del
indice (Bspr) sin dar importancia al indice relacionado con la (Bshar), la solucién
seleccionada es:

T = —0.210649187  y. = 0.002597417 ¢, = 0.005812833
Teg = —0.133324421 y.3 =7.62E — 05  t.;5 = 0.039931556

Al usar esta solucidn, la del mecanismo se reduce a 99.67 %, mientras que el
también se reduce un 24.34 %.

2. Por otra parte, si el interés es optimizar el balanceo del [ShM] se considera entonces el
indice (Bsnar) sin dar importancia al indice relacionado con la (Bsnr), la solucién
seleccionada es:

T = —0.273728043  y. = —0.029116001 ¢, = 0.005
Teg = —0.11860947  y.3 = 0.10186805 tes = 0.04

Al usar esta solucion, el del mecanismo se reduce un 79.22 % mientras que la[ShF]
se reduce un 1.55%.

3. Por ultimo, si el interés es optimizar ambos indices, el relacionado con la (Bshr)
y el relacionado con el (Bsha), la solucién seleccionada es:

T = —0.207213869  y. = 0.031661306 ¢, = 0.006993731
Tz = —0.126559077  y.3 = 0.058396603 t.3 = 0.04
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(a) Vista 2D. (b) Vista 3D.

Figura 5-9.: Implementacion de la tercera solucion seleccionada del PF para el mecanismo
de cuatro barras utilizando dos contrapesos.

Esta solucién reduce la [ShF|un 55.05 % y reduce el un 57.27 %.
En la figura se observa el resultado de implementar esta solucién.

La tabla muestra una comparacién entre los resultados de optimizaciéon del balanceo
cuando se usan todos los contrapesos, con los resultados de la optimizacion cuando sélo se
usan los contrapesos 1y 3. Se puede apreciar que la optimizacién lograda sin usar el segundo
contrapeso es casi la misma que la lograda al usar todos los contrapesos, por lo que puede
considerarse eliminarlo.

5.5.8. Analisis de limites para la optimizacién del balanceo utilizando
dos contrapesos

[Regresar al indice)

En la figura se pueden ver los diagramas de caja de las derivadas parciales con respecto
a cada variable x,, y, v t, ( para los contrapesos n = 1 y n = 3) (es decir, cuando el
contrapeso 2 ha sido eliminado).

Al igual que se hizo con anterioridad, es posible realizar un analisis de las derivadas parciales
de cada variable optimizada para saber si es aconsejable modificar los limites de optimizacion
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Tabla 5-2.: Comparacion entre los resultados de la optimizacion del balanceo del mecanismo

de cuatro barras.

Optimizaciéon | Optimizacion
de ShF de ShM
Usando Optimizacid
ptimizacion
. 28.
tres de ShEF 99.70 % 8.69 %
contrapesos
Optimizacién
4 .
do ShM 8.47 % 83.99 %
Optimizacion 54.82 71 57 039
de ShF y ShM |~ "~ 7 e
Usando los Optimizacién
Z
contrapesos P 99.67 % 24.34 %
de ShF
ly3
Optimizacion
de ShM 1.55% 79.22 %
Optimizacién 55,05 % 57 979
de ShF y ShM | 7777 e
Usando el Optimizacién
78.74 0.42
contrapeso 3 | de ShF % %
Optimizacion
do ShM 3.22% 73.61 %
Optimizacién 51.19 % 5331 %
de ShFy ShM |~ 77 o
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Figura 5-10.: Diagramas de caja de las derivadas parciales de la funciéon objetivo con res-
pecto a cada variable de optimizacion cuando se usan dos contrapesos en el
mecanismo de cuatro barras.

propuestos. Al observar los diagramas de caja para los valores de x,,, ¥, se puede notar que
estdn muy cerca de cero, esto significa que los limites definidos en la optimizacion de estas
variables son adecuados. La variable t; intenta ligeramente ser mayor que cero, esto significa
que en algunos casos el espesor del contrapeso 1 intenta ser menor que el limite de 0.005
metros, pero tal como ya se explico, esto no es mecanicamente posible.

Por otro lado, el diagrama de caja de la derivada parcial de t3 muestra que este valor intenta
ser mayor que el limite propuesto, esto significa que en la optimizaciéon, la variable esta
alcanzando el limite maximo permitido y, si las restricciones mecanicas lo permiten, podrian
obtenerse mejores resultados si este limite se amplia.

Para confirmar el método de anélisis propuesto puede observarse la figura|5-11|(a) en donde
el histograma del volumen total de cada contrapeso muestra como el contrapeso 1 es mas

pequeno que el contrapeso 3; por su parte la figura|5-11{(b)) muestra que el espesor del con-
trapeso 3 queda en casi la totalidad de los casos en la restriccién superior de la optimizacion.

5.5.9. Analisis de sensibilidad y reduccién a un contrapeso

[Regresar al indice]

A continuacion se presenta el andlisis en caso de que fuera deseable agregar unicamente
un contrapeso para optimizar el balanceo del mecanismo de cuatro barras.
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Figura 5-11.: Analisis de dimensiones cuando se utilizan dos contrapesos en el mecanismo

de cuatro barras.
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En la figura [5-8] los puntos morados corresponden al [PF] cuando se optimiza usando sélo
el contrapeso 1, los puntos amarillos representan el cuando se usa el contrapeso 2 y los
puntos rojos corresponden al [PF| cuando se usa el contrapeso 3.

Al analizar esta figura, es posible observar que los mejores resultados, en caso de que se
utilice solamente un contrapeso, se obtienen eligiendo el contrapeso 3.

5.5.10. Analisis de resultados numéricos usando un contrapeso

[Regresar al indice]

Al igual que en los casos anteriores, pero ahora utilizando el [PF] correspondiente al con-
trapeso 3, se seleccionan tres soluciones de la siguiente forma:

1. Si el interés es optimizar el indice de balanceo relacionado con la (Bshr), sin
dar importancia al indice relacionado con el (Bshar), la solucién seleccionada
corresponde a los parametros:

T3 = —0.11950597007297  y.5 = 0.0984494486824036 t.5 = 0.04

De esta forma la del mecanismo se reduce un 78.74 %, mientras que el se
mantiene practicamente igual, pues sélo se reduce un 0.42 %.

2. Si el interés es optimizar el indice de balanceo relacionado con el (Bsnar) sin dar
importancia al indice relacionado con la (Bsnr), la solucién seleccionada corres-
ponde a los parametros:

x5 = —0.2409862661 y.3 = 0.00129085476 t.3 = 0.007151151098
Al usar esta solucién, el del mecanismo se reduce un 73.61 %, mientras que la
ShM] sélo se reduce 3.22 %.
3. Ahora bien, si el interés es optimizar ambos indices de balanceo ((Bspr) v (Bsnar)) la
solucién seleccionada corresponde a los parametros:

T3 = —0.130165416712609  y.3 = 0.0500126887169449 t.3 = 0.04

Esta solucién reduce la |ShF|en un 51.19% y el en un 53.31 %.
En la figura [5-12] se observa el resultado de implementar esta solucién.
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(a) Vista 2D. (b) Vista 3D.

Figura 5-12.: Implementacion de la tercera solucién seleccionada del PF para el mecanismo
de cuatro barras utilizando un contrapeso.

En la tabla se puede observar la comparacion entre los resultados de optimizacion del
balanceo del mecanismo de cuatro barras utilizando tres, dos o un contrapeso, resulta claro
que los mejores resultados se obtienen al utilizar tres contrapesos, sin embargo es intere-
sante notar que al reducir el nimero de contrapesos y utilizar tinicamente el contrapeso 3
todavia es posible mejorar el equilibrio de todo el mecanismo y reducir el costo total de la
implementacion.

5.5.11. Analisis de limites para la optimizacién del balance utilizando
un contrapeso

[Regresar al indice)

La figura muestra los diagramas de caja de las derivadas parciales del gradiente con
respecto a cada variable x3, y3 v t3 cuando se usa sélo el tercer contrapeso. Analizando estos
diagramas es posible observar que los limites de optimizacién para x3 y y3 son adecuados, pero
el diagrama correspondiente a t3 muestra que la derivada parcial del gradiente tiende a ser
negativa, significando que este valor esta tratando de ser aiin mayor. Esto puede confirmarse
observando la relacion entre el area y el espesor del contrapeso 3 en la figura donde el
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Figura 5-13.: Diagramas de caja de las derivadas parciales de la funcién objetivo con res-
pecto a cada variable de optimizaciéon cuando se usa un contrapeso en el

mecanismo de cuatro barras.
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Figura 5-14.: Relacién entre el drea y el espesor del contrapeso 3 cuando se utiliza solamente
un contrapeso en el mecanismo de cuatro barras

espesor en todos los casos esta intentando tomar valores mas altos. Entonces, si la solucion
se implementara usando solo un contrapeso, y si las limitaciones mecanicas lo permiten,
podria ser interesante asignar un limite mas alto en la restriccion para la optimizacion de
esta variable, de modo que se puedan lograr resultados atin mejores.

5.5.12. Expansion de los limites de optimizacién para el espesor del
tercer contrapeso.

[Regresar al indice]

Como se demostré anteriormente, utilizando los diagramas de caja de las derivadas par-
ciales del gradiente con respecto a cada variable, el histograma de los valores de volumen
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de los contrapesos y los graficos de la relacion entre area y espesor, es posible obtener infor-
macién valiosa sobre los limites elegidos para la optimizacién del balanceo, permitiendo de
esta forma saber si seria recomendable aumentar o disminuir estas restricciones para obte-
ner mejores resultados de optimizacién. La decision de modificar los limites depende de las
caracteristicas mecéanicas de todo el mecanismo.

Tomando el ejemplo previamente analizado de la figura y la figura , donde la
recomendacién fue elegir un limite superior para la variable correspondiente al espesor t3, se
lleva a cabo un nuevo proceso de optimizacion con las restricciones ([5-49)).

40m

—0.40m < Zen, Yoo <O.
(5-49)
<t < 0.05m

0.005m

cn

Es decir que el limite superior en la restriccion correspondiente a t3 se amplio de 0.04m a
0.05m.

De esta forma, si de los resultados de la optimizacion se elige una solucién, dando mayor
importancia al indice de balanceo relacionado con la (Bsnr), €l contrapeso 3 resultaria
de las siguientes dimensiones:

T3 = —0.141021300369708  y.3 = —0.00665773774579448  t.5 = 0.0207544372440781

Usando estos parametros la se reduce en un 73.92 %, mientras que el se reduce en
un 14.32 %.

Por otro lado, cuando se da mayor importancia a la reduccién del indice de balanceo rela-
cionado con el (Bsna), las caracteristicas fisicas del contrapeso 3 serian:

re3 = —0.1112378507983744  y.3 = 0.091294702876245 t.3 = 0.05

Usando estas dimensiones el se reduce en un 80.17 % y la se reduce en un 5.30 %.

La tabla muestra una comparacion entre los resultados de optimizacién con los limites
expandidos y los limites originales. Se puede ver que al expandir el limite superior del espesor
del contrapeso 3 la optimizacién del [ShM|mejora con respecto a la que se habfa obtenido con
las restricciones originalmente propuestas. La figura muestra la comparacién de los [PF]|
antes y después de cambiar los limites de optimizacién. Se confirma entonces que el espesor
del contrapeso 3 tiene una mayor influencia en la optimizacién del [ShM] del mecanismo, y al
aumentar este limite, los resultados de optimizacion pueden ser mejores.
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Figura 5-15.: Comparacién de los PF al cambiar los limites del espesor del contrapeso 3
del mecanismo de cuatro barras.

Tabla 5-3.: Comparacion entre los resultados de optimizacién al expandir el limite del es-
pesor del contrapeso tres del mecanismo de cuatro barras.

Optimizacion | Optimizacion
de la ShF del ShM
Usando 0.05m Optimizacié
L ptimizacion
Como.hmlte de la SLF 73.92 % 14.32%
superior ts
Optimizacién
del ShM 5.30 % 80.17 %
Usando 0.04m Optimizacion
7 . Z
como.hmlte do 1a. ShF 78.74 % 0.42%
superior tg
Optimizacion
22 .61
del ShM 322% 73.61%

5.6. Conclusiones

[Regresar al indice)

Al emplear para representar el balanceo de un mecanismo, las ecuaciones que definen
las reacciones resultan menos complejas que aquellas que podrian ser obtenidas utilizando
otros tipo de coordenadas, por lo tanto, el uso de este tipo de coordenadas es adecuado para



5.6 Conclusiones 99

llevar a cabo analisis que involucren el balanceo completo de un mecanismo, el calculo de la
ShF] o del [ShM]| o la optimizacién para minimizar estas reacciones.

El uso de [FC(] para representar un mecanismo de cuatro barras, en conjunto con el algo-
ritmo de [PGD] simplificado para optimizar el balanceo del mecanismo, demostré ser una
metodologia adecuada pues permite reducir la [ShE|y el [ShM| en un 99.70% v un 28.69 %
respectivamente cuando se da mayor importancia al indice de balanceo correspondiente al
mientras que dando mayor importancia al indice de balanceo correspondiente al
permite reducir el [ShM]y la [ShF]en un 83.99 % y un 8.47 % respectivamente.

El algoritmo de optimizacién se aplicé con éxito para resolver el problema. El uso de la
combinacion lineal de funciones es una forma simple pero robusta de manejar multiples
objetivos. La aproximacion de las derivadas basadas en la Diferencia Finita permite guiar
en forma correcta al algoritmo.

La comparacién entre los [PF| demostré ser una metodologia adecuada para analizar la sensi-
bilidad del balanceo del mecanismo a cada contrapeso. El uso de este método ha demostrado
que incluso utilizando sélo un contrapeso, la [ShF|se puede reducir un 78.74 % o bien, el
se puede reducir hasta un 73.61 %.

Los diagramas de caja de las derivadas parciales con respecto a cada variable, los histo-
gramas de volimenes y las relaciones entre area y espesor permiten analizar los limites de
optimizacién propuestos, de esta forma se puede conocer cudles limites se podrian modificar
para la obtencién de mejores resultados.

En la bibliografia consultada, [36], mediante la implementacién de algoritmos genéticos se
logra una optimizacion del del 90.96 %, una optimizacién del del 77.54% y una
optimizacién del del 76.21 %, sin embargo estos resultados se obtienen considerando una
redistribucién de masas, sin especificar los medios fisicos que se emplearan para lograrlo. Lo
mismo ocurre en [160], en donde utilizando un algoritmo Firefly, se logra una optimizacién
del del 96.77 %, una optimizacion del del 75.84 % y una optimizacion del
del 83.39 %. Para el mecanismo que se presenta en este articulo el balanceo queda definido
claramente mediante la adiciéon de contrapesos que se encuentran directamente unidos al
mecanismo original, permitiendo que la solucién pueda ser implementada en forma directa.

Por otra parte [159, [162] muestran también la optimizacién del balanceo dindmico de un
mecanismo de cuatro barras a través de un algoritmo de Evolucion Diferencial, sin embargo
sus resultados son presentados inicamente mediante graficas, sin especificar porcentajes de
mejora ni resultados de [ShF| ni de [ShM| haciendo imposible establecer una comparacion.







6. Analisis y optimizacidn del balanceo
dinamico de un mecanismo de seis
barras

[Regresar al indice

6.1. Introduccion

[Regresar al indice)

En este capitulo se presenta la optimizacion del balanceo dindmico de un mecanismo de
seis barras. Este tipo de mecanismo resulta mas complejo que los que se han presentado
anteriormente en este trabajo, no sélo por la cantidad de elementos sino también debido a
que algunos de éstos se encuentran unidos al mecanismo en mas de dos puntos basicos.

Entre las principales contribuciones de este capitulo se encuentran la definicion de una matriz
de masas en coordenadas naturales para elementos formados por tres puntos bésicos y su
aplicacion posterior para el andlisis de un mecanismo complejo en dos dimensiones, como es
el caso de un mecanismo de seis barras. Hasta donde ha sido posible indagar, la definiciéon
explicita de esta matriz no ha sido propuesta hasta el momento en la bibliografia consultada.

Adicionalmente se presenta la optimizacién del balanceo de un mecanismo de seis barras
mediante el uso de contrapesos, para ello se comienza obteniendo la matriz de masas de cada
uno de los eslabones que componen al mecanismo, por medio de las cuales se ensambla la
matriz del eslabonamiento completo y se obtienen las expresiones que definen las reacciones
de y en la base del mecanismo. Utilizando estas expresiones se define la funcién
objetivo que se busca minimizar y se emplea un algoritmo de para llevar a cabo la
optimizacién. Esta se realiza considerando cinco, cuatro, tres, dos y un contrapeso; en cada
caso se analizan los resultados numéricos, los limites de optimizacion y se realiza un analisis de
sensibilidad que permite conocer la influencia en el balanceo de cada uno de los contrapesos
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utilizados de forma tal que puede decidirse cuales utilizar en caso de que la cantidad de
contrapesos tenga que verse reducida.

Este capitulo esta organizado de la siguiente forma: La seccién 6.2 presenta el proceso para
la obtencién de la matriz de masas constante para elementos definidos mediante tres puntos
bésicos a través del uso de[FCC], en la seccién 6.3 se detalla el procedimiento para la obtencién
de las matrices de masas de cada uno de los elementos que conforman el mecanismo, asi como
el ensamble de la matriz de masas del mecanismo completo y la obtencién de las expresiones
de las reacciones en la base del mecanismo. La seccién 6.4 define la funciéon objetivo y los
limites de optimizacién. En la seccién 6.5 se describe el algoritmo de optimizacion propuesto.
Posteriormente en la seccién 6.6 se lleva a cabo el analisis numérico de un ejemplo concreto
para la optimizacion del balanceo de un mecanismo de seis barras, y se aplican los métodos
propuestos en el capitulo anterior para la reduccion de los contrapesos y el andlisis de los
resultados. Por ultimo en la seccién 6.7 se presentan las conclusiones.

6.2. Matriz de masas en coordenadas naturales de un
elemento definido por tres puntos basicos

[Regresar al indice]

En esta seccién se presenta en forma detallada el método para obtener una matriz de masas
Mg3p para elementos definidos por tres puntos bésicos utilizando coordenadas naturales y
basandose en el concepto de trabajo virtual.

Considere el elemento mostrado en la figura [6-1| que se encuentra definido completamente
por tres puntos basicos ¢, 7 y k; dicho elemento se encuentra ubicado en un sistema de
coordenadas globales (z,y) y en un sistema de coordenadas local (Z,¥) con su origen en el
punto ¢ y el eje T dirigido hacia el punto j.

La ubicacion de un punto cualquiera P del elemento se encuentra definido por un vector r
en el sistema de referencia global, y un vector 7 en el sistema de coordenadas local. De esta
forma r puede expresarse de acuerdo a la ecuacion [6-1] en donde A corresponde a la matriz
de rotacion.

r =r; + Ar (6—1)

Debido a que el elemento es rigido, la posicién local del vector ¥ permanece constante sin
importar el movimiento del elemento. De esta forma, la posicién del punto P queda definida
de acuerdo a la ecuacién [6-2

r=r;+Af =r1; + ¢ (r; — ri) + co(r — 13) (6-2)
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Y

Figura 6-1.: Elemento 2D con tres puntos béasicos.

En donde ¢; y ¢y son las componentes del vector T en el sistema de coordenadas locales.
Entonces, las componentes del vector r quedan definidas de acuerdo a la ecuacién [6-3, que
puede ser expresada en forma matricial, tal como se muestra en la ecuacién [6-4] .

r = + Cl(.Tj — l‘z) + Cl(Ik — l’l)

(6-3)
Y=y +c(y; —vi) + ca(yr — vi)
4 3\
€
Yi
LA O l—c —c 0 ct 0 ¢ 0] )z _ Cq (6-4)
Y 0 l—ci—c 0 ¢ 0 co Y;
Ty
\ Yk )

En donde qT = {;1:Z Yi T Y; T yk} es el vector que contiene las coordenadas naturales
del elemento. Es importante notar también que la matriz C es constante para un punto dado
P y no cambia con el movimiento del sistema, cumpliéndose entonces las ecuaciones y
0-0)

P =Cq (6-5)

i =Cq (6-6)
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Los coeficientes ¢; y ¢ que definen a la matriz C se pueden expresar en funciéon de las
coordenadas de los puntos 7, j v k en el marco de referencia local de acuerdo con la ecuacién

g

]

=C (I'j — I'i) + CQ(I‘k — I‘i) (6—7)

Al encontrarse 7; = 0 en el origen de referencia local, la ecuacion puede expresarse como
se observa en la ecuacién [6-8

r=(n ] {0 =% (6-5)

C2

En donde el vector ¢ contiene los coeficientes ¢; y ¢o, v la matriz X tiene como columnas los
componentes de los vectores Ij y Ik (ecuacién .

x=taisi= [ )= [y o

Ahora es posible definir el trabajo virtual W* (ecuacién [6-10) generado por las fuerzas de
inercia.

W*=—p / *TidQ (6-10)
Q
Donde p corresponde a la densidad del material del elemento.

Sustituyendo las ecuaciones [6-5] y [6-6] en la ecuacién [6-10] el trabajo virtual queda definido

de acuerdo a la ecuacién [6-111
W*=—p / g TcTcqd (6-11)
Q

Y debido a que los vectores *T y ¢ son independientes de €, éstos pueden salir de la integral,
obteniéndose la ecuacién [6-12

W* = —q7 (p / CTCdQ) q (6-12)
Q

Por otra parte, tomando en cuenta la definicién de trabajo virtual que se plantea en [1§]
(ecuacién [6-13|) y comparandolo con la ecuacion la matriz de masas M queda definida
tal como se muestra en la ecuacion [6-14

W* = —qg"TMg (6-13)

Msp = p / CTCad0 (6-14)
Q
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Y desarrollando el producto de CTC en la ecuacién se obtiene la ecuacién [6-15|

ce 0 ¢ 0 ¢4 O
0 cc 0 ¢ 0 ¢
Cr 0 Cp, 0 C; 0

Mjsp = d2 6-15

3P =P /Q 0 ¢t 0 ¢ 0 ¢ ( )
cg 0 ¢ 0 ¢ O
0 ¢g 0 ¢ 0 ¢

En donde:
_ 2 2

Ce =]+ 20109 — 201 + ¢ — 2¢9 + 1 (6-16)
cp = —c —cica + ¢ (6-17)
Cg = —C1Cy — C3 + C (6-18)
o= (6-19)
C; = C1C2 (6—20)
c; = c; (6-21)

Note que la ecuacién [6-15] involucra resolver las integrales [6-22] [6-23] v [6-24]

/Q pdQ) = m (6-22)

(1 K, _
/pch = / pX Q) = p/ bij Iiylij [3_:] ds) =
Q Q a0 % Yy

i §Kg ] mig  mygKa
p / b R dQ =
Q Ky

(6-23)

Li _ Kyly;
myg

Ky
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_2 R
/ pecTd0 = X1 < / pfdeQ) X-T X1 ( / P {Cf ) ‘fg} dQ) XT =
Q Q Q Yy vy

I LK 20eKe | I LK, 4 Ly (6-24)
X—l |: i Ty X—T _ Kgl,?j Kyl,?j[ l,?j Kglij Kyll'j

_[ ] _]acK:c Yy I_Jc

ry z K2li; T Kyl KZ

En donde m es la masa total del elemento, T representa las coordenadas locales del centro de
gravedad e I, I, I, son los momentos y productos de inercia con respecto a las coordenadas
locales cuyo origen se encuentra en el punto basico 1.

Sustituyendo las integrales [6-22] [6-23] y [6-24] en la ecuacién [6-15] se obtiene la matriz de
masas Map (ecuacion [6-25)).

e 0 f 0 g0
0 e O f 0g
F 0RO Qo0
Msp = 6-25
o F 0 ko0 i (6-25)
g 0 i 0340
0 g 0 i 0 j]
En donde:
LEK? LK, I, 2L,K, 2L, I, 2K.my, omi,  2mi,
=2z _ S vy Zoele gy e S (96
TR RN, (K OKE Ry B R, L, K, 02
LK? LK, 20L,K, L, I, Kymj 7
e R e i T (6-27)
K227 K2, K Kl B Kl L
LK, I Iy | My,
g=t o 2 (6-28)
Kglij K?? Kyl K,
LK? 2I,K, I
h=2x YT Y (6—29)
K22 K2 B
]xK:c Ixy
i=— (6-30)
I,
= (6-31)
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6.3. Mecanismo de seis barras

[Regresar al indicel

En la figura se muestra un mecanismo de seis barras, este tipo de mecanismos con un
grado de libertad se componen de cinco eslabones moéviles. Cada uno de los eslabones tiene
un sistema de coordenadas local con su origen ubicado en el punto i y el eje x en direcciéon
al punto j, cada uno de ellos con una masa my, y un centro de gravedad ubicado en las
coordenadas locales (xy,, yp,) para 1 < n < 5. La disposicién de los puntos se muestra en la
tabla y puede apreciarse también con claridad en la figura [6-3]

Para el mecanismo descrito, es posible definir un vector q (ecuacién que represente las
posiciones de los puntos basicos de todo el mecanismo.

a=[A, A, B. B,C, C, D, D, E, E, F, F, G, G,]" (6-32)

Derivando el vector q es posible obtener un nuevo vector q que represente las velocidades se
cada uno de los puntos béasicos del mecanismo completo (ecuacion [6-33)).

q = [VAJ: VAy VBx VBy VCI VCy VDa: VDy VEm VEy VEFz VFy VGa: VGy]T (6'33>
m
Lo o
YR _---" ".yg4
D 4
Vg5
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I‘ yg1 g9 s
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Figura 6-2.: Mecanismo de seis barras
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Figura 6-3.: Contrapesos para el balanceo del mecanismo de seis barras

Tabla 6-1.: Distribucion de puntos para el mecanismo de seis barras

Elemento | Punto i | Punto j | Punto k
1 D

E

ot | oo
5l Rwiiivelie 2 N Q!
QA" Q|H
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Y al derivar nuevamente el vector de velocidades se obtiene el vector de aceleraciones ¢
(ecuacién [6-34]) de cada uno de los puntos bésicos del mecanismo.

61 = [AA:L" AAy AB&U ABy ACm ACy AD:): ADy AEx AEy AF&U AFy AGw AGy]T (6—34)

6.3.1. Adicion de contrapesos

[Regresar al indicel

Debido a que se desea optimizar el balanceo dindmico del mecanismo de seis barras (es
decir que se desea minimizar tanto la como el utilizando tnicamente contrapesos
en forma de disco, se considera la adicion de cinco contrapesos que se encontraran ubicados
tal como se muestra en la figura [6-3] Con la finalidad de simplificar la ejemplificacién del
método que se propone, se ha supuesto que todos los contrapesos serdan coincidentes con el
punto béasico i de cada uno de los elementos del mecanismo. El centro de gravedad de cada
contrapeso se encontrard ubicado en las coordenadas locales (Zu,, yen) para 1 < n < 5. Por
otra parte, el espesor de cada uno de los contrapesos estara definido por t., para 1 < n < 5.

Es posible entonces definir la masa m,,, de cada contrapeso en funcion de su densidad p., = p,
su espesor t.,, v la ubicacién de su centro de masas (Z¢n,Yen), tal como se muestra en la

ecuacion [6-35
Men = p Volumen = prte, (22 +y2) (6-35)

También es posible calcular los momentos de masa para cada uno de los contrapesos con
respecto al origen del sistema de coordenadas locales mediante las ecuaciones y [6-37]

1 1 1

4 4
1 1 1

El momento polar de inercia de cada contrapeso I,., con respecto al origen del sistema de
coordenadas locales puede definirse como se muestra en la ecuacion |6-38|

3 3
IZC” = Lzen + [3/0” = §mcn<xgn + y?n) = §,O7thn<$gn + y?n)Q (6_38>

De forma similar el producto de inercias para cada contrapeso con respecto al origen del
sistema de coordenadas locales puede ser calculado mediante la ecuacion [6-39,

Ixycn = MenTenlYen = Pﬂtcn(l'?n + y(g;n)xcnycn (6_39)
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6.3.2. Matrices de masas de elementos individuales

[Regresar al indicel

Es necesario entonces definir la matriz de masas para cada uno de los elementos que con-
forman el mecanismo. Dado que cada contrapeso se encuentra unido fijamente a su corres-
pondiente eslabon del mecanismo original, y que la posicién de éstos respecto al sistema de
referencia local no cambia con el movimiento del mecanismo, es posible considerar en total
cinco elementos en el mecanismo a optimizar, cada uno de ellos formado por un eslabén y un
contrapeso. Observe que los elementos 1 y 3 contardan con matrices de masas formadas por 3
puntos bésicos, mientras que los elementos 2, 4 y 5 tendrdn sus matrices de masas formadas
por 2 puntos bdsicos (tabla [6-1)).

Para poder definir las matrices de masas de los elementos es necesario sustituir, segin co-
rresponda, los términos m, Z,4, Y4, Iy, Iy, Iy € 1., en las ecuaciones que definen las matrices
de masas tanto de dos puntos (ecuacién como de tres puntos (ecuacién , conside-
rando en cada uno de ellos el aporte tanto del eslabén como del contrapeso. De ahi que para
cada elemento n se tiene:

My, = Mpp + Mep, = Mpp, + Pﬁtcn(fﬁgn + y(zm) (6-40)

o TonMpn + LTenMen

Tgn e—— (6-41)
Ygn = yb"gi: i z,b”:n” (6-42)
on = Tan o Taen = Lo+ 3 pten (52, 17,) (0% + 542,) (643
Ly = Lpn + Lyen = Lo + % prten(z2, + 2 ) (522, +y2) (6-44)
Liyn = Loyon + Liyen = Logon + pten (22, 4 Y2,) TenYen (6-45)

Izn = Lpn + Izcn = lgpn + ben + ICECTL + chn (6_46)
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Matriz de masas de los elementos 1 y 3

[Regresar al indicel

Para la definicion de los puntos basicos de un elemento formado por tres puntos, en el
elemento 1 se considera el punto C como 7, el punto E como j y el punto D como k. De
forma similar para el elemento 3 se considera el punto B como i, el punto F como j y el
punto E como k.

En la figura se muestran las medidas para K1, K,1 K3y Ky3 , también se observa que
para el elemento 1 [;; = l; corresponde a la distancia C'E mientras que para el elemento 2
l;j = Iy corresponde a la distancia BF.

(a) Elemento 1 (b) Elemento 3

Figura 6-4.: Ubicacién de las dimensiones para elementos definidos por tres puntos basicos

Utilizando la matriz de masas Msp (ecuacion [6-25)) los términos de la matriz de masa de los
elementos n = 1 y n = 3 quedan definidos de acuerdo a las ecuaciones que van de la a

la [6-52

o beann QbenKxn [xbn 2[xyanam 2I:z:ybn [ybn WKgnpcntcnxzcln

TR KL, K2 K2 Kl 2 K2 ]2
37?K§npcntcnxgn y2 57?K£npcntcny§n n 2K o MpnYon n 27erpcnt 2 y
2K2, 12 en AKZ, 12 Kynly Kynl, " ener
L Kanpeny s 2 Kapeny s 2 Kanpeny g TK ynPenlen
Kyl Kl en Kynl2 en 2K2,1,
3T KunPen, o o  STKunpPentenYen 2m, Ton

ancn cn
Kgnln Y 2K5nln lnmbn + Wlnpcntcnxzn + Wlnpcntcnygn
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2mi, Yo 2T M PentenTonTo,
B Kyompn, + K ynpenten®?, + TK ynpenteny?, L, + TlppPenten®?, + Tlapenteny?,
27 M PentenTony2, 2T M Pent en S,
L + TlpPenten®?, + Tlapenteny?, Ly, + TlppPenten®?, + Tlapenteny?,
2T M Pent en 2 Yon
B Kyompn, + K ynpenten®?, + TK ynpenteny?,
2T M Penten onYen
B Kyompn, + Ky penten®?, + TK ynpenteny?,
2 M PentenTeny, 2 M PentenYon Yo
Ly, + TlpPenten®?, + Tlapenteny?, B Kynmpy, + 7Ky, pent mxgn + TK ynpenteny?,
_ 27Tmbnpcntcny§n 27 pcn cn gn (6-47)
Kypmpn, + 7Ky, pent cn:r;m + K ynpenteny?, Ly, + TlpPenten?, + Wlnpcntmygn
212 it en TenYen AT 02 2 e Yo
B Kypmpy, + 7Ky, pent cn:ccn + T ynpenteny?, Ly, + TlppPenten®?, + Tlpenteny?,
4m pcntcn cnycn QszgntQ mcnyéln

Kynmbn + TK, npcn cnxcn + TK, npcn cnycn lnmbn + ’/Tlnpcn cnx + Wlnpcn cnycn

2m? P t2 y O Penlen 4 3TPenten o o
_ cenenYen 1 . .
Kynmbn + 7TK npcn cnxcn + ﬂ-K npcn cnygn + + 4l% o + 2[721 cnycn
Wpcntcnygn 27Tpm7fcn 3 27Tpcntcn 3 Wpcntcnxécln 37rpcntcn s o
+ 4[% + Kynln TenYen + Kynln TenlYen + 4K5n 2K§n enden
57Tpcntcn 4
T Kz, Yer

benK2 benKxn + 2Ixyanwn Ixybn ben 71-[(ggnpcn cnxcn

fu=- - S
K22 " K2, K2 K, 2 AK2 12
371—Kg%npcn cnxcn 2 57TKxnpcn cnycn Krnmbnybn WKxnpcntcn 2
Yen — - - LenYen
Kgnzg 4K2 12 Kyl Kyl
Kmn enten 2 Kxn cn 27TKzn cn 7TKa;n cntcn*r4
_ P ygn d g tcnxinycn + —é)tcnxcnygn + p2 =
Kyl K ynl2 Kyl 4K2 1,
SﬂKxnpcntcn$2 2 571—Kxnpcntcny4 MpnTon T Pen 3 T Pen 2
= = ten tenZen
oK21, YT Ak, L, e Ty tenentlen
5 enten 3 enten enten : entenYen entenZen
- il win - L Ignygn - il Yen - il Y xgn - L ygn
A2 212 A2 Konln Kynln

(6-48)
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o benKmn ben ]zybn 71-I(a:npcn75071*/1721” 377—-[(;Enpcntcnm2

cn , 2

Gn = — — Yen
K21, K2, Kyl AKZ, 1, 2K2,1,
57TKmnpcntcny4 MpnYon T Pen 2 T Pen 3 7"-pcntcnycn 3
S + + Zfcnxcnycn + _tcnycn - T 5 Ty (6_49>
AK2 1, Ky | Ky K, Kyl
7rpcntcnxcn 3 7Tpcntcnxécln 37rpcntcn 2 92 57rpcntcn 4
Kb, "~ 4K, a2 fenden T e~ Yen

cn 2

LranQ . 2[xyanxn + ben + 7T[(g%npcntcn:L‘Acln + BWKancn cnx

h, = Yen
K212 Kynl2 12 AK2 12 2K2 12
57TK2 pcn cny 27T[(al:npcn 3 QWKxnpcn 3 57Tpcntcn 4
Tn o ten n— —————"ten _— 6-50
4K§nl721 Kynl’rzl ‘ xcnyc Kynl% ‘ xcnycn + 4l721 xcn ( )
37Tpcn cn 9 92 ﬂ-pcntcnyén
LenYen
212 A2
Izanmn [xybn 7T[(mnpcntcnxzcl BﬂKxnpcn cnxcn 2 57Kmnpcntcny§n
n = — - Yen —
K20, Kyl 4K2, 1, 2K21, 4K2, 1, (6-51)
Wpcntcnycn 3 Wpcntcnxcn 3
—I’ _—
Kyn ln cn Kyn ln Yen
. ben 7I'pcntcnx4 37T,Ocntcn 2 2 57Tpcntcn 4
= cn -52

Matriz de masas de los elementos 2, 4 y 5

[Regresar al indice)

Por otra parte, los elementos 2, 4 y 5 se encuentran definidos mediante dos puntos basi-
cos. Para el elemento 2 se considera el punto A como 7 y el punto C como j; para el elemento
4 se considera el punto D como ¢ y el punto G como j; mientras que para el elemento 5 se
considera el punto F como 7 y el punto G como j. Cada uno de ellos con el origen en el punto
correspondiente a ¢, y el eje x dirigido en direccién del punto correspondiente a j. [, es la
distancia entre los puntos ¢ y j de cada eslabdn.

Al sustituir los términos correspondientes en la matriz de masas de elementos definidos por
dos puntos basicos Myp (ecuacion 2-20]) se obtienen los términos de la matriz de masas de
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cada uno de estos elementos (para n=2,4,5) conformados por un contrapeso y un eslabén

(ecuaciones - 16-56)).

1
ln (mbn + 71-pcntcn (xzn + y?:n))
(20mbn + 2-07Tpcntcn (xZn + Z/zn)) (mb”xlm + Wpcntcnxcn (Q?gn + yzn))

Qp, =My, + ﬂpcntcn (flfzn + yzn) -

1
(6-53)

1
bn :l_ (mbnxbn + Wpcntcnxcn ('Tzn —+ yzn))
1
_ E <Ibn + Wpcntcnmin (xzn + ygr) + Wpcntcnyzn (gjin + y?n) + 0'57Tpcntcn (xzn + ygn)2>

(6-54)

1
- n cntcn 2 2
ln (mbn + Wpcntcn (mzn + ygn» ( e TP ('IC” + nd)) (6-55>

(mbnybn + 7"-pcntcnytm (Ign + ygn))

Cp =

=gy (I 7oty o2+ 2) + ettty (2 +2) + 0570t (o2 +12,)°)
(6-56)

6.3.3. Matriz de masas del mecanismo completo

[Regresar al indicel

Una vez que se han definido las matrices de masas para cada uno de los elementos que
conforman el mecanismo, es necesario unir toda la informacién en una matriz de masas ge-
neral. Debido a que el mecanismo de seis barras esta formado por siete puntos bésicos, cada
uno de ellos representado por una coordenada en x y otra en y, se tendra una matriz de
masas M formada por 14 columnas y 14 renglones.

La matriz de masas resultante que representa al mecanismo completo puede apreciarse en la

ecuacién [6-571
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6.3.4. Momento lineal y fuerza de sacudimiento

[Regresar al indice

Conociendo el vector de posiciones definido en la ecuacién para cada punto basico,
asi como sus correspondientes velocidades (ecuacién [6-33) y aceleraciones (ecuacién [6-34)),
es posible calcular el momento lineal L asociado a todo el sistema (ecuacion |6-58)).

L, .
[Z}::Bhdq (6-58)
L

Donde B (ecuacion [6-59) es una matriz formada por tantas matrices identidad como puntos
bésicos tiene el mecanismo, que en este caso particular son siete.

0 T

0101010101

10101010101 (6-59)
Al resolver la ecuacion [6-58| y considerando que la velocidad de los puntos fijos es siempre
cero (VAx =0, VAy =0, VBx =0, VBy = 0), se obtienen las expresiones del momento

lineal (L; y Lj).

La ShF; y ShF; del mecanismo pueden calcularse derivando las ecuaciones L; y Lj (ecuacion
6-58)) con respecto al tiempo (las ecuaciones resultantes no se incluyen en este apartado
debido a su longitud, sin embargo es posible apreciarlas en el Anexo [A] en la forma en que
son obtenidas al utilizar el lenguaje de programacién Python).

Para garantizar el equilibrio del mecanismo, el resultado de estas derivadas debe ser constante
(generalmente se considera cero) en el periodo de tiempo analizado.

6.3.5. Momento angular y momento de sacudimiento

[Regresar al indice

Al utilizar [FCC| es posible expresar el momento angular de todo el mecanismo H de la
forma:

H =qx (Mqg) =rMg (6-60)
Donde r estd dada en funcion de las posiciones de los puntos basicos del sistema y puede ser
expresada como:

T
r=[-Ay Ax -By Bx -Cy Cx —-Dy Dx —-Ey Ex —Fy Fx —Gy Gx]
(6-61)
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El [ShM] puede entonces calcularse a través de la derivada de H con respecto al tiempo

(ecuaciones y [6-63)).

dH d(q), | dr .
WM = — = rM(—2) 4+ (—)M 6-62
S o = TM(=2) + (5 )M4 (6-62)
ShM = —dd]; = rMg + iMg (6-63)

Donde:
r=[—-VAy VAx —VBy VBx —VCy VCx —VDy VDx

6-64
—~VEy VEx —VFy VFx —VGy VGx|* (6-64)

Para garantizar el equilibrio dindmico del mecanismo, el [ShM] debe ser constante, es decir
que la derivada de H con respecto del tiempo (ecuacion [6-63|) debe dar por resultado cero.

Al resolver la ecuacién y considerar VAx =0, VAy =0, VBx =0y VBy =0, se
obtiene el ShM del mecanismo completo. (Esta ecuacién no ha sido incluida aqui debido a
su longitud, sin embargo puede apreciarse en el Anexo [A] tal como se obtiene al utilizar el
lenguaje de programacién Python).

6.4. Funcidn objetivo y limites de optimizacion

[Regresar al indicel

Para definir la funcién objetivo sobre la cual se llevard a cabo el proceso de optimizacién, se
emplean dos indices adimensionales [3;, al igual que se hizo en los capitulos anteriores.

El primero de estos indices Sspr (ecuacién [6-65)) esta definido por el valor de la reaccion
del mecanismo optimizado (rms(°ShF')) con respecto al valor de la reaccién del
mecanismo original (rms(ShF')), ambos considerados durante un periodo de tiempo T.

rms(°ShF) ZkN:1(OShE%¢ +° ShE]Zk)
Bsnr = o (ShE) ~ ; - (6-65)
rs(SHE) ~\| 3o (SHER + ShER)

El segundo de los indices de balanceo Bgpas (ecuacién puede ser calculado de una
manera similar al primero pero considerando ahora la reaccién provocada por el [ShM]

i1 “ShM

(6-66)
>, ShME

BShM =
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Donde °ShM es el momento de sacudimiento del mecanismo optimizado (es decir cuando
se consideran los contrapesos agregados para lograr el balanceo) y ShM es una constante y
representa el momento de sacudimiento del mecanismo sin balancear.

Nuevamente se presenta un problema de optimizacién multiobjetivo, debido a que se desea
minimizar tanto Bs,r como Bgpys considerando los limites de las variables (es decir los
limites fisicos para las ubicaciones de los centros de masas (e, ¥ Yen) y €l espesor (t.,) de
cada contrapeso). Para resolverlo se realiza una combinacién lineal de objetivos, de acuerdo
a la ecuacion

f(X) =% Bonar + (1 =) * Bsnr (6-67)

Donde v es un valor escalar que da importancia a cada objetivo de la optimizacion.

Las 15 variables a Optimizar SO Tels Yel, tcla T2, Ye2s t027 L3y Yess tc?n Teds Yed, tc47 Tes, Yes Y tcS-
Los limites de la optimizacion quedan definidos de acuerdo las desigualdades [6-68|

Loy S Ten < Tey
y:;’LLG < Yen < Yo (6-68)
tz;?n g tcn g t1C’I;LLa$

6.5. Algoritmo de optimizacion

[Regresar al indicel

Se implementa entonces el algoritmo de [DE| que se explicé a detalle en a seccién de Funda-
mentos, sin embargo en esta ocasion el algoritmo definido en la libreria Scipy de Python no
resulto eficiente para llegar a los minimos locales debido a que era demasiado lenta, es por
ello que el algoritmo fue programado en su totalidad tal como se presenta en el algoritmo [3]
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Algoritmo 3: Evolucién diferencial
Input : N =255 F=0.8, CR=0.7, ke = 100

Se genera una poblacion inicial aleatoria S = { X5, Xog, ..., Xni}
Xpest = individuo con el menor valor en la funcion objetivo
for k£ =0 until k,,,, do
Q=1{}
for i =1 until N do
Se seleccionan 3 individuos aleatorios en S v,8,n € {1,.., N}, vy # 0 #n #i
Xir = Xk + F(Xsr — Xop)
for j =1 until D do
R = Valor aleatorio de una distribuccién uniforme entre 0 y 1
if R < CR then
‘ Yirj = Xikj
else
‘ Yikj = Xikg
end
end
if f(Yir) < f(X) then
‘ Q=0QUYy
else
| Q=QUXy
end
If f(Yir) < f(Xpest) then Xper = Yy,
end
S =0
kE=Fk+1
end

return X,

Con la finalidad de aplicar el algoritmo de[DE] y dado que el nimero de variables a optimizar
es igual a 15, se crea una poblacién de N = 15(15) = 225 individuos, identificando al negimo
individuo de la generacién k con el vector X ;. Los individuos se inicializan siguiendo una
distribucién uniforme acotada por limites entre los rangos permitidos para cada una de las
variables. Se seleccionan entonces tres individuos para llevar a cabo la mutacién aleatoria:
Xk, Xsr v Xy para generar un nuevo individuo: sz = X + F(Xsr, — X,p) siendo F un
valor aleatorio entre 0 y 2.
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La cruza se realiza tomando en cuenta la probabilidad C'R que en este caso fue del 70 %
(CR=0.7). Entonces Yj; y X son evaluados en la funcién a optimizar y, para formar parte
de la nueva generacién, se elige a aquel con el que se obtienen mejores resultados. Las
generaciones se repiten 100 veces, entregandose al final al individuo que presenté el menor
valor al ser evaluado en la funciéon objetivo.

6.6. Ejemplo numérico

[Regresar al indice]

Esta seccién presenta un analisis numérico para la optimizacion del balanceo completo de un
mecanismo de seis barras (Figura , también se lleva a cabo el analisis de los presen-
tado tanto en el capitulo anterior, como en [I73], para la obtencién de informacién sobre la
influencia de cada uno de los contrapesos en relacién al balanceo dinamico del mecanismo,
lo cual permite tomar decisiones en caso de que resulte necesario disminuir la cantidad de
contrapesos a utilizar y lograr aun asi resultados éptimos.

7 7

Figura 6-5.: Mecanismo de seis barras empleado para el ejemplo numeérico.
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6.6.1. Caracteristicas mecanicas y limites de optimizacion

[Regresar al indice]

La tabla presenta los parametros fisicos de cada uno de los elementos de un mecanismo
de seis barras (figura (Los parametros que se indican con un ‘—’ no son necesarios para
el estudio que se estd llevando a cabo). El material empleado para los eslabones es acero, con
una densidad de 7800kg/m?>. Los contrapesos son considerados de latén con una densidad
(pen) de 8500kg/m?>.

El mecanismo se mueve mediante un motor colocado en el punto A, girando a una velocidad
constante de 500rpm. Empleando cinematica directa es posible obtener una muestra de las
posiciones, velocidades y aceleraciones correspondientes a cada uno de los puntos basicos
considerados en el mecanismo de seis barras.

Al reemplazar todos los parametros conocidos en las ecuaciones de los indices de balanceo
(ecuaciones y es posible formular la funcién objetivo (ecuacion [6-67)). Para este
ejemplo numérico, de acuerdo con las caracteristicas mecanicas del mecanismo, los limites
considerados para la optimizacién se muestran en las desigualdades [6-69]

—0.16m < Zu,Yen <0.16m

(6-69)
0.006m <t < 0.04m

6.6.2. Cinco contrapesos

[Regresar al indice)

Optimizacién utilizando cinco contrapesos

[Regresar al indice)

Para la optimizaciéon del balanceo del mecanismo de seis barras se utilizo el algoritmo de
DEL El algoritmo de optimizacién se ejecuta hasta obtener 200 soluciones validas (las solu-
ciones validas son aquellas en que el resultado de la optimizacién de la funciéon objetivo se
encuentran entre 0 y 1), tomando v como un valor aleatorio de una distribucién uniforme

en el rango de (0,1), siguiendo la bisqueda aleatoria de los hiper-parametros presentados en
[164].
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Tabla 6-2.: Parametros de cada eslabén de un mecanismo de seis barras

Cuerpo
n

1

2

3

4

5

Masa
mbn

[kg]

0.6935

0.1022

0.9636

0.1825

0.1679

Longitud
L
[m]

0.19

0.14

0.13416408

0.25

0.23

Inercia
[xbn
[kgm /5]

0.00116161

0.00622646

Inercia

ben
[kgm/s?]

0.00556534

0.00657336

Inercia
Izbn
[kgm /5]

0.00066856

0.00380360

0.00296204

Inercia

I zybn

[kgm /s

0.00167596

0.00522914

Centro
de masa
y, [m]

0.08

0.07

0.07751702

0.125

0.115

Centro
de masa

Y, [m]

0.03333333

0.0

0.06559133

0.0

0.0

K, [m]

0.05

0.09838699

K, [m]

0.1

0.196677398
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Figura 6-6.: Analisis del PF de objetivos optimizados de Bsny v Bsnr para el mecanismo
de seis barras.

En la figura (a) se muestra la relacién entre los valores de Bspr v Bsnar de las soluciones
obtenidas de la optimizacién. La diferencia en los colores se emplea para identificar los valores
utilizados para v en la funcién objetivo F(X) (ecuacién [6-67)).

El la figura (b) los puntos de color azul claro representan a las soluciones dominadas,
mientras que los puntos azul obscuro muestran el [PF] es decir las soluciones dominantes.

Analisis de resultados numéricos utilizando cinco contrapesos

[Regresar al indaicel

Dentro de las soluciones encontradas en el [PF| es posible seleccionar la mds apropiada de
acuerdo con el tipo de balanceo que se desea llevar a cabo. Para ejemplificar esta afirma-
cién, se toman tres soluciones diferentes del [PF] la primera es aquella en que se le da més
importancia al balanceo del (Bsnar= 0.235917108, Bsnr = 0.932850297), la segunda
es cuando se le da mas importancia al balanceo de la (Bshavr = 0.924195224, Bspr =
0.270900009) y la tercera es cuando se da la misma importancia al balanceo de la y del
de forma que ambos quedan optimizados cerca del 40 % (Bspar = 0.580111266, Bspr =
0.558041831). A continuacién se analizardn con mas detalle dichas soluciones.

1. La primera solucién seleccionada, es aquella en la que se le da mayor importancia al

balanceo del al elegir el valor minimo en el indice SBspar (Bspyr = 0.235917108)
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obteniendo una mejora de poco més del 76.4 %, sin darle mayor importancia a la mejora
del balanceo del siendo Bspr = 0.932850297, es decir con una mejora de apenas el
6.72 %. Estos valores se obtienen al considerar los siguientes resultados en las variables
a optimizar:

za = —0.02611622  y.4 = —0.033186164 ¢, = 0.021370695
ZTeo = —0.06 Yeo = —0.012314794  t.o = 0.039459546
xe3 = —0.06 Yes = 0.016752092  t.3 = 0.039814955
ey = —0.002045161  y.4 = —0.000151565 .4 = 0.005
x5 = 0.001614171 Yes = 0.00639164 tes = 0.005106848
2. La segunda solucién seleccionada en el es aquella con el minimo valor en el indice
de balanceo Bspr (Bsnr = 0.270900009), es decir que se logra mejorar un 72.91 % el
balanceo de la [ShF] del mecanismo. Para esta eleccién no se da importancia al valor
del indice de balanceo Bsunr (Bspayr = 0.924195224) que tdnicamente mejora un 7.58 %.
Esto corresponde a los siguientes valores de las variables a optimizar:
T = —0.049437705  y. = —0.04279353  t. = 0.0074319
Zeo = —0.06 Yeo = —0.001485936 t.o = 0.038953174
Ze3 = —0.050813691  y.3 = —0.017724236 .3 = 0.039660979
Zeq = 0.001669535 Yes = 0.005996916 .4 = 0.005
Tes = 0.000387207  y.5 = 0.013090811 tes = 0.005
3. La tercera solucién seleccionada dentro del [PF] es aquella donde se busca optimizar

al maximo tanto la [ShF] como el [ShM]| de ahi que los indices de balanceo selecciona-
dos son aquellos en que se logran optimizar ambos un poco mas del 40 % (Bspy =
0.580111266, Bspr = 0.558041831). Esto corresponde a los siguientes valores en las
variables a optimizar:

e = —0.06 Ye1 = —0.030069707 t.; = 0.006021448
ZTeo = —0.06 Yoo = —0.00383543 .0 = 0.04
T3 = —0.06 Yes = 0.004650961 te3 = 0.028206906

Zeq = 0.000606455  yeq4 = —0.001322538 t.4 = 0.005416754
Zes = 0.000545683  y.5 = —0.0000185 tes = 0.005

De esta forma el se reduce en un 41.99 %, mientras que la se reduce en un
44.2%.

El resultado de implementar esta solucién puede apreciarse en la figura[6-7} Es impor-
tante destacar que los contrapesos cuatro y cinco no se alcanzan a apreciar debido a
que son muy pequenos en relacion al mecanismo.
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(a) Vista 2D. (b) Vista 3D.

Figura 6-7.: Implementacion de la tercera solucion seleccionada del PF para el mecanismo
de seis barras utilizando cinco contrapesos.

Andlisis de limites para la optimizaciéon del balanceo utilizando cinco contrapesos

[Regresar al indice|

Se presenta ahora un analisis que permite determinar la conveniencia de los limites pro-
puestos para la optimizacién, o bien si éstos deberfan ser modificados (siempre y cuando
exista esa posibilidad tomando en cuenta las restricciones fisicas del mecanismo y el espacio
en torno a él).

En la figura se muestran los diagramas de caja de las derivadas parciales de la funcién
objetivo con respecto a cada una de las variables a optimizar xz,,y, y t, para cada uno de
los n contrapesos (1 < n < 5), al ser evaluadas en las soluciones 6ptimas.

Se sabe que la seleccion de limites fue 6ptima cuando los valores de las derivadas parciales
de la funcién objetivo (al ser evaluados con los valores resultantes de la optimizacién) son
cercanos a cero. En los diagramas de caja de la figura[6-8|se puede observar que las derivadas
parciales de las variables x1, y1, Y2, Y3, T4, Y, L4, T5, Y5 v 5 se encuentran muy cercanos a cero,
esto quiere decir que los limites propuestos para la optimizacién permiten a estas variables
alcanzar sus valores éptimos.
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Figura 6-8.: Diagramas de caja de las derivadas parciales de la funcién objetivo con res-
pecto a cada variable de optimizacion cuando se usan cinco contrapesos en el
mecanismo de seis barras.

Sin embargo, las variables t1, x9, t9, x3, v t3 tienen valores de derivadas parciales que se alejan
del cero. En t; y aiin mas significativamente en x5 y x3 los valores tienden a ser mayores
que cero, de ahi que se puede deducir que si el espesor del contrapeso 1 fuese menor que
el limite permitido de 0.005m (lo cual evidentemente haria que este contrapeso tendiese a
desaparecer) o si la posicién en el eje local x de los contrapesos 1 y 3 fuesen menores al limite
de —0.16m (en otras palabras, si estos centros de masa tuviesen la posibilidad de alejarse
més en la direccién de —z de cada sistema de coordenadas local correspondiente), podrian
obtenerse mejores resultados de optimizacion.

Por otra parte, los valores de las derivadas parciales de las variables t5 y t3 tienden a ser
menores que cero, esto significa que, en caso de que fuese posible, seria conveniente ampliar

los limites de la optimizacion de estas variables, permitiéndoles alcanzar valores mayores a
0.04m.

Obsérvese que la informacion que se obtiene a partir del andlisis de las derivadas parciales
de la funcién objetivo resulta de suma utilidad para tomar decisiones referentes a los limites
de la optimizacién realizando los cambios pertinentes en la medida en que las condiciones
mecanicas del eslabonamiento lo permitan.
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(b) Relacién drea-espesor de cada contrapeso al utilizar cinco de ellos.

Figura 6-9.: Analisis de dimensiones cuando se utilizan cinco contrapesos en el mecanismo
de seis barras.

En la figura a), se muestran los histogramas correspondientes al volumen de los con-
trapesos obtenidos en los diferentes resultados de la optimizacién. A través del analisis de
estos histogramas, en conjunto con la relacion que existe entre el area y el espesor de los
contrapesos y que se presenta en la figura (b), es posible apreciar que el contrapeso 4
presenta un volumen muy pequeno en comparacion con los otros contrapesos, al tiempo que
tanto su espesor y su area tienden a hacerlo desaparecer de la solucién.

Por otra parte, tanto para el contrapeso 2 como para el contrapeso 3, es posible apreciar que,
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en la mayoria de los casos, el espesor tiende a mantenerse en el limite superior propuesto
para la optimizacion, de esta forma se confirma la informacion que anteriormente se habia
presentado mediante el analisis de las derivadas parciales, de la cudl se concluye que, en caso
de que las caracteristicas mecanicas del mecanismo lo permitan, seria recomendable ampliar
el limite superior de estos espesores.

6.6.3. Cuatro contrapesos

[Regresar al indice)

Analisis de sensiblidad y reduccién a cuatro contrapesos

[Regresar al inducel

Cuando lo que se busca es una soluciéon simple, que no implique agregar mucho volumen
al mecanismo, puede resultar ttil el disminuir el nimero de contrapesos a utilizar, siempre
que aun asi se obtengan resultados aceptables. Esta es la razéon por la cual se presenta un
analisis que permite reducir la cantidad de contrapesos. También se comparan los resultados
obtenidos en cuanto a balanceo se refiere.

La figura muestra el de los resultados de la optimizacién al momento de utilizar
unicamente cuatro contrapesos. En esta grafica es posible apreciar que los mejores resultados
son aquellos que se muestran como circulos de color negro y que corresponden al uso de los
contrapesos 1, 2, 3 y 5, de ahi que es sencillo concluir que en caso de que resulte necesario
quitar alguno de ellos, el contrapeso 4 es el que menos valor aporta en términos de la optimi-
zacion del balanceo y seria el que podria descartarse obteniendo atin asi buenos resultados.

Analisis de resultados numéricos usando cuatro contrapesos

[Regresar al indice]

Se seleccionan entonces tres soluciones del [PF] en el que se emplean los contrapesos 1, 2,
3 y b para analizar los resultados numéricos de esta optimizacion del balanceo del mecanis-
mo. Las soluciones seleccionadas son:

1. Cuando el interés de la optimizacién se centra en obtener el mejor indice de balanceo
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Figura 6-10.: Comparacion de los PF al utilizar cuatro contrapesos en el mecanismo de seis

barras.

de la [ShF] (8shF ) sin dar mayor importancia al indice de balanceo relacionado con el
(BshM) se selecciond la solucion correspondiente a [Sgpn = 0.964063418, Bepr =
0.231779476 que corresponde a los valores:

T = —0.05373192  y. = —0.055179568 1, = 0.005
Yeo = —0.002749591 ¢ = 0.04
T3 = —0.049643529  y.3 = —0.018178134 t.3 = 0.04
Tes = —0.002193667  y.5 = 0.0000473

Teo = —0.06

tes = 0.005

De esta forma, la se reduce en un 76.82 %, en tanto que el se mantiene casi

igual al mejorar tinicamente

un 3.59 %.

2. Ahora bien, si el principal interés consiste en la optimizacién del indice de balanceo
relacionado con el (BshM ), sin que resulte importante el indice de balanceo
correspondiente a la (BshF), la solucién seleccionada corresponde a: Bspy =
0.230308853, Bsnr = 0.967923363, que se obtiene con los valores:

T = —0.024197395  y. = —0.024018626 . = 0.03996544
Ye2 = —0.026305951 {2 = 0.03932483

ZTeo = —0.06
ZTez = —0.06
ze5 = 0.0000757

Yes = 0.016411778
yes = 0.000391453

tes = 0.04
tes = 0.005
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De esta forma, el se reduce en un 76.97 %, en tanto que el se reduce tnica-
mente un 3.21 %.

3. Por 1ltimo se considera una solucién en la que el interés se centra en mejorar al maximo
tanto el indice correspondiente a la (BshF') como el indice correspondiente al
(BshM). Se elige entonces la solucién Sgpy = 0.592785455, Bspr = 0.556914597 que
corresponde a:

T = —0.047312953  y. = —0.041770683 t., = 0.006285924
Tep = —0.057233104  yeo = 0.002639652  t = 0.038826165
T3 = —0.059227088  y.3 = —0.001313544 .3 = 0.032663063
e = 0.006301103  y5 = —0.002793075  t.5 = 0.009377553

Con ello se reduce la [ShF|en un 44.31 % mientras que el se reduce un 40.73 %.
El resultado de implementar esta soluciéon puede apreciarse en la figura [6-11]

(a) Vista 2D. (b) Vista 3D.

Figura 6-11.: Implementacion de la tercera solucién seleccionada del PF para el mecanismo
de seis barras utilizando cuatro contrapesos.



6.6 Ejemplo numérico 131

Analisis de limites para la optimizacion del balanceo utilizando cuatro contrapesos

[Regresar al indicel

La figura muestra el diagrama de caja de los valores obtenidos al evaluar las derivadas
parciales de la funcién objetivo en las soluciones que se encuentran en el [PF]al utilizar cuatro
contrapesos. Se aprecia claramente que los valores de las variables x1, T2, Y1, Y2, Y3, T5, ¥s, t1
y 15 se encuentran muy cercanos a cero, es decir los limites que se seleccionaron para ellos
fueron adecuados. Por otra parte t5, y t3 toman valores negativos, es decir que estas variables
estan tratando de sobrepasar el limite superior asignado para la optimizacion, de forma que
si las caracteristicas fisicas del mecanismo lo permiten se podrian obtener mejores resultados
al ampliar esos limites. En forma contraria x, tiene valores por encima de cero, indicando
asi que dicho contrapeso esta tratando de mover su centro de masas al extremo negativo
del eje x, de forma que ese limite pudiera ampliarse para obtener mejores resultados de la

optimizacion.
Counterweight 1 Counterweight 2
x1 ¥1 t X3 V2 tz
10 10 10 10 10 10
5 5 5 5 L 5 5
0 = 0 = 0 L 0 T 0 & 0 =
I3 T I
-5 -5 -5 -5 -5 -5
Counterweight 3 Counterweight 5
X3 ¥ ta X5 ¥s ts
10 10 10 10 10 10
5 1 5 5 5 5 5 &
0 q] 0 %= 0 e 0 = 0 &2 0 o
-5 1 -5 -5 T -5 -5 -5

Figura 6-12.: Diagramas de caja de las derivadas parciales de la funciéon objetivo con res-
pecto a cada variable de optimizacién cuando se usan cuatro contrapesos en
el mecanismo de seis barras.

Para confirmar este andlisis se muestra la figura en donde se aprecia con claridad tanto
el contrapeso 2, como el contrapeso 3 estan llegando al limite maximo en el espesor permi-
tido.
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Figura 6-13.: Relacién entre area y espesor de cada contrapeso, cuando se implementan
cuatro de ellos en el mecanismo de seis barras.

6.6.4. Tres contrapesos

[Regresar al indice]

Analisis de sensibilidad y reduccion a tres contrapesos

[Regresar al indice)

La figura muestra los [PF] de los diferentes resultados al ejecutar la optimizacién con las
posibles combinaciones de tres contrapesos (partiendo de los cuatro contrapesos empleados
en la seccién anterior). Se puede apreciar con claridad que la mejor combinacién de contra-
pesos es aquella que emplea el 1, 2 y 3, de forma que si se desea eliminar algiin contrapeso
para simplificar la implementacion de la solucion, el contrapeso 5 seria el indicado.
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Figura 6-14.: Comparacién de los PF al utilizar tres contrapesos en el mecanismo de seis
barras.

Analisis de resultados numéricos utilizando tres contrapesos

[Regresar al indicel

Considerando entonces los contrapesos 1, 2 y 3, se seleccionan tres soluciones del [PF}

1. Siel principal interés al llevar a cabo la optimizacién es disminuir la (BshF'") sin dar
importancia al indice correspondiente al (BshM) se elige el punto correspondiente
a Bspy = 0.995073461 v Bspr = 0.240535298. Esto corresponde a:

T = —0.06 Yo = —0.03654815 t, = 0.005
ZTeo = —0.06 Ye2 = 0.003971668  t.o = 0.035715217
ZTeg = —0.045701296  y.3 = —0.02341583  t.3 = 0.039505677

Al elegir esta solucién, la[ShF|se reduce en un 75.95 % en tanto que el permanece
practicamente igual pues tnicamente tiene una reduccién del 0.5 %.

2. Ahora bien, si el interés de la optimizacién se centra en disminuir el (correspon-
diente al indice de balanceo fspys) sin dar importancia al indice relacionado con la
(BshF') el punto seleccionado del corresponde a Bgny = 0.227925011 v Bspr
= 0.964776117, que corresponde a la solucion:
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T = —0.022515602  y. = —0.027032217 . = 0.039999753
Tep = —0.06 Yeo = —0.019318019 t. = 0.04
Tez = —0.06 Yes = 0.017717884 tes = 0.04

De esta forma el puede reducirse en un 77.21 %, mientras que la [ShF| presenta
una reduccién del 3.53 %.

3. Por ultimo, si el interés de la optimizacién se centra en mejorar tanto el como la
[ShF] se selecciona el punto correspondiente a Sgnar = 0.53194653 v Bspr = 0.54317393,
esto es:

T = —0.032408454  y. = —0.038103249 ¢, = 0.013443643
T = —0.06 Yeo = —0.005068874 t. = 0.039961272
ZTes = —0.054795122  y.3 = 0.000427596  t.5 = 0.04

Con esta solucion la [ShF| presenta una reduccién del 45.69 % en tanto que el se
reduce en un 46.14 %.
El resultado de implementar esta solucién puede apreciarse en la figura [6-15|

(a) Vista 2D. (b) Vista 3D.

Figura 6-15.: Implementacion de la tercera soluciéon seleccionada del PF para el mecanismo
de seis barras utilizando tres contrapesos.
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Analisis de limites para la optimizacion del balanceo utilizando tres contrapesos

[Regresar al indice)

La figura muestra los diagramas de caja correspondientes a los valores resultantes
de evaluar las derivadas parciales de la funcién objetivo con respecto a cada una de las

variables a optimizar x,,y, y t,, para los contrapesos n = 1,n = 2 y n = 3 (cuando los
contrapesos 4 y 5 han sido eliminados).

Counterweight 1 Counterweight 2
X1 ¥1 5] X3 ¥z ta
10 10 10 10 10 10
o B
5 5 5 £ 5 T 5 o 5
j £ =] ] a
0 -3 0 & 0 % 0 73] 0 g 0 =
i 5 -5 -5 25 -5 8
Counterweight 3
X3 ¥3 tz
10 10 10
54 Vll 5 5
0 lII 0 % 0 e
-5 4 -5 8 -5 T

Figura 6-16.: Diagramas de caja de las derivadas parciales de la funcién objetivo con res-

pecto a cada variable de optimizacién cuando se usan tres contrapesos en el
mecanismo de seis barras.

Al analizar los diagramas de caja correspondientes a los contrapesos 1, 2 y 3, se puede
apreciar que aquellos relacionados a x1, y1, t1, ¥, y3 se encuentran mas o menos cercanos al
cero, sin embargo los valores correspondientes a x5 y x3 se encuentran por encima de cero,
por lo tanto se llega a la conclusiéon de que en caso de que se pueda ampliar el limite inferior
de la optimizacién para esta variable podrian obtenerse mejores resultados. De forma similar,
los valores correspondientes a to y t3 se encuentran por debajo de cero, es decir que estos
contrapesos, en la optimizacion, estan tratando de tener un espesor mayor que el que les ha
sido permitido. Para confirmar este andlisis, la figura muestra la relacion area-espesor
de las soluciones obtenidas para cada contrapeso; tanto el contrapeso 2 como el 3 estan,
en la mayoria de los casos llegando al méaximo espesor permitido en la optimizacion, de ahi
que, en caso de que las condiciones fisicas del mecanismo lo permitan, podria ampliarse este
limite para obtener mejores resultados.
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Figura 6-17.: Relacién entre area y espesor de cada contrapeso, cuando se implementan
tres de ellos en el mecanismo de seis barras.

6.6.5. Dos contrapesos

[Regresar al indicel

Analisis de sensibilidad y reduccion a dos contrapesos

[Regresar al indice]

La figura[6-18 muestra el [PF|de los diferentes resultados de la optimizacién cuando se realiza
con combinaciones de dos contrapesos (a partir de los tres contrapesos anteriores). En este
caso es posible notar que los mejores resultados son obtenidos al emplear los contrapesos 2
y 3, retirando el contrapeso 1.

Analisis de resultados numéricos utilizando dos contrapesos

[Regresar al indicel

A partir del [PF] que se obtiene al utilizar los contrapesos 2 y 3, se eligen tres soluciones
tal como se explica a continuacion:

1. Cuando el principal interés se centra en la optimizacién de la ShF (BshF' ) se elige la
solucién Bspy = 0.934821787, Bsnr = 0.430267409 que corresponde a:

T = —0.06 Ye2 = 0.010068826 teo = 0.017767537
ez = —0.053617459  y.3 = —0.027518511 {3 = 0.025912424

De esta forma la[ShF|se reduce en un 56.98 %, en tanto que el ShM se reduce un 6.52 %.
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Figura 6-18.: Comparacién de los PF al utilizar dos contrapesos en el mecanismo de seis

barras.

2. Cuando el principal interés de la optimizacion se centra en reducir el (BshM ) se

elige la solucién Bspy = 0.33007967 y Bspr = 0.998368082 que corresponde a:

Teo = —0.050244885  y.o = —0.006835883 1.0 = 0.0382909
T3 = —0.059107334  y.3 = 0.01334215 tes = 0.04

Aqui el se reduce en un 67.00 %, en tanto que la permanece practicamente
igual pues sélo sufre un decremento del 0.17 %.

. Ahora bien, si el interés de la optimizacién se centra en minimizar tanto la [ShEF]| como
el ShM] se elige el punto Bsua = 0.658200023, Sspr = 0.5834812 que corresponde a:

Teg = —0.047208842  y.o = 0.002831306  t.o = 0.04
ZTeg = —0.05125707  y.3 = —0.010732312 1.5 = 0.04

De esta forma la [ShF| se reduce en un 41.66 % mientras que el se reduce un
34.18 %. El resultado de implementar esta solucién puede apreciarse en la figura [6-19|
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(a) Vista 2D. (b) Vista 3D.

Figura 6-19.: Implementacion de la tercera solucién seleccionada del PF para el mecanismo
de seis barras utilizando dos contrapesos.

Andlisis de limites para la optimizacion del balanceo utilizando dos contrapesos

[Regresar al indice|

La figura muestra los diagramas de caja de los valores resultantes al evaluar las solu-
ciones de la optimizacion en las derivadas parciales de la funcién objetivo cuando se utilizan
los contrapesos 2 y 3, puede observarse que casi todos los valores se encuentran cercanos al
cero, por lo cual se asume que sus limites son adecuados, sin embargo las variables x3 y t3
tienen valores negativos, lo cual indica que su limite superior podria ampliarse para obtener
mejores resultados en la optimizacion.

Esto se confirma al observar la figura en la cual el contrapeso 3 tiene en la mayoria de
los casos el maximo espesor posible asignado en el limite de la optimizacion.
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Figura 6-20.: Diagramas de caja de las derivadas parciales de la funcién objetivo con res-

pecto a cada variable de optimizaciéon cuando se usan dos contrapesos en el
mecanismo de seis barras.
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Figura 6-21.: Relacién entre area y espesor de cada contrapeso, cuando se implementan dos
de ellos en el mecanismo de seis barras.

6.6.6.

Un contrapeso

[Regresar al indaicel

Analisis de sensibilidad y reduccion a un contrapeso

[Regresar al indice]

La figura muestra el [PF] de los resultados de la optimizacién al emplear dnicamente un
contrapeso (a partir de los dos que quedaban en la solucién anterior). Es claro que, en caso
de que se desee emplear inicamente un contrapeso, la mejor eleccion seria el contrapeso 3,
puesto que es el que permite mejores resultados en la optimizacion.
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Figura 6-22.:

10 %
™
* o
08 * ]
06 *m
w, 0 L
& -
o
04
02
& Counterweight 2
+ Counterweight 3
00 T T T T T
0o 02 04 06 08 10
ﬁsnm

Comparacién de los PF al utilizar un contrapesos en el mecanismo de seis
barras.

Analisis de resultados numéricos utilizando un contrapeso
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Se seleccionan entonces tres soluciones del [PF| que se obtiene al utilizar tinicamente el con-

trapeso 3, estas son:

1. Si el principal interés de la optimizacién consiste en minimizar la[ShF]se elige el punto
Bsnn = 0.977472344, Bsnr = 0.550353509 que corresponde a:

Tz = —0.047483153  ye3 = —0.027557823 t.3 = 0.04

De esta forma la se reduce en un 44.97 %, en tanto que el se reduce unicamente
un 2.26 %.

2. En cambio, si el interés principal se centra en minimizar el [ShM] se elige el punto Ssn
= 0.390023915, Bsnr = 0.989743371, que corresponde a:

23 = —0.057456052  y.3 = 0.005807245 t.3 = 0.04

En este caso el se reduce un 61.00 %, mientras que el se reduce un 1.03 %.

3. Por dltimo, si lo que se busca es minimizar tanto el [ShE| como el [ShM] el punto
seleccionado es Bspy = 0.697736308, Bsnr = 0.713112655, que corresponde a:
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Teg = —0.052595252  y.3 = —0.014033018 .3 = 0.04

De esta forma se reduce el en un 28.69 % y el en un 30.23 %.
El resultado de implementar esta soluciéon puede apreciarse en la figura [6-23]

(a) Vista 2D. (b) Vista 3D.

Figura 6-23.: Implementacion de la tercera solucién seleccionada del PF para el mecanismo
de seis barras utilizando un contrapeso.

Andlisis de limites para la optimizaciéon del balanceo utilizando un contrapeso

[Regresar al indice|

La figura muestra los diagramas de caja correspondientes a los resultados de eva-
luar las soluciones del [PF] en las derivadas parciales de la funcién objetivo. Se aprecia que
tanto x3 como ys3 se encuentran cercanos a cero, de ahi que sus limites son adecuados, sin
embargo t3 tiene valores negativos, lo cual indica que esta variable esta tratando de exceder
el limite superior asignado para la optimizacién. Esto se confirma al observar la figura
que muestra la relacién entre el espesor y el darea del contrapeso 3.
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Figura 6-24.: Diagramas de caja de las derivadas parciales de la funciéon objetivo con res-
pecto a cada variable de optimizacién cuando se usa un contrapesos en el
mecanismo de seis barras.
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Figura 6-25.: Relacién entre area y espesor, cuando se implementan sélo el contrapeso 3 en
el mecanismo de seis barras.

6.6.7. Comparacion de los PF al reducir el naimero de contrapesos

[Regresar al indice)

La figura muestra una comparacién entre los [PF] de los diferentes resultados de la
optimizacién en tanto se redujo el nimero de contrapesos para lograr el balanceo. Es posible
apreciar que se obtienen resultados muy similares al emplear cinco, cuatro y tres contrapesos,
por lo tanto en la mayoria de los casos se siguiere inicamente emplear tres.

Por otra parte, en la tabla se muestra la comparacion entre los resultados de la optimi-
zacion al utilizar diferentes combinaciones de contrapesos, la eleccién de la mejor solucién

dependera en cada caso de los objetivos concretos que se busquen al llevar a cabo la optimi-
zacion del balanceo.
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Tabla 6-3.: Comparacion entre los resultados de la optimizacion del balanceo del mecanismo
de seis barras.

Optimizacién de ShF  Optimizaciéon de ShM

Usando 5 Optimizando 72.91 9% 750%
contrapesos  ShF
Optimizando
72 41
SHM 6.72% 76.41 %
Optimizando
44.2 41.
ShF y ShM % 99 %
Usando los
timizand
contrapesos SOEFlmlzan © 76.82% 3.59 %
123y 5
Optimizando
ShM 3.21% 76.97 %
Optimizando
44.31 40.
ShF y ShM 1% 0.73%
Usando los o
contrapesos Optimizando 75.95 % 0.5%
ShF
1,2y 3
Optimizando
. 21
SHM 3.53% 77.21%
Optimizando
45. 46.81
ShF y ShM 5.69 % 6.81 %
Usando los o
contrapesos ;)E;‘lmlzando 56.98 % 6.52 %
2y 3
Optimizando
1 .
SHM 0.17% 67.00 %
Optimizando
41. 4.1
ShE y ShM 66 % LIS
Usando o
solo el gﬁ’;lmlzand‘) 44.97% 2.6 %
contrapeso 3
Optimizando
1. 1.
SHM 03 % 61.00 %
Optimizando ¢ 5o/ 30.23 %

ShF y ShM
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Figura 6-26.: Comparacién de los PF utilizando diferente cantidad de contrapesos en el
mecanismo de seis barras.

6.7. Conclusiones

[Regresar al indice)

Entre los principales aportes de este capitulo se encuentra el desarrollo de la matriz de
masas en dos dimensiones para elementos formados por tres puntos basicos, a nuestro cono-
cimiento esa matriz no ha sido propuesta hasta el momento en la bibliografia consultada y
puede ser aplicada a infinidad de mecanismos méas complejos que utilicen eslabones de este
tipo. Al utilizar [FCC| se demostré que incluso en los mecanismos mds complejos es posible
obtener ecuaciones relativamente simples para definir el ShM]y la [ShF], y llevar a cabo la op-
timizacion del balanceo a través de algoritmos como el [DE| obteniendo excelentes resultados.

Para el mecanismo de seis barras estudiado en este capitulo, se logré la reduccién de hasta

un 76.82 % de la y hasta de un 77.21 % del utilizando tinicamente contrapesos.

Se demostré también la eficacia del método que se propone a lo largo de esta tesis para
realizar el andlisis de los limites de las variables a utilizar por medio de los diagramas de
caja de las derivadas parciales de las variables a optimizar, pudiendo de esta forma plantear
mejoras en la optimizacién siempre cuando las caracteristicas mecanicas del eslabonamiento
lo permitan.
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Por otra parte, empleando el método propuesto del andlisis de los [PF], se demostré que es
posible lograr hasta un 44.97 % de mejora en el balanceo de la del mecanismo, o hasta
un 61 % de mejora en el balanceo del [ShM]al utilizar inicamente el tercero de los contrapesos
propuestos, simplificando de esta forma la implementacién de la solucion.

La importancia del balanceo de mecanismos de seis barras puede apreciarse en areas como
la robotica movil puesto que este tipo de eslabonamientos se utilizan para la simulacion
del movimiento, por ejemplo, en una pierna biénica [I77]; ademds de su presencia en las
méaquinas de rehabilitacion [I78] en donde el balanceo evita las reacciones que se provocan
con el movimiento y que repercuten en las personas que las utilizan.
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A lo largo de este trabajo se ha explicado en forma detallada el uso de para defi-
nir la matriz de masas de diferentes tipos de mecanismos, y de esta forma poder obtener las
ecuaciones que definen la y el de los mismos. Se ha podido observar la simplicidad
de su uso, contandose asi con una herramienta que se puede incluso automatizar a través
de software para llevar a cabo el balanceo de diferentes tipos de mecanismos en una manera
sencilla.

Adicionalmente se presento el desarrollo para la obtencion de una matriz de masas bidimen-
sional, utilizando [FCC| que puede ser empleada para definir elementos formados por tres
puntos bésicos, ampliando asi la capacidad de andlisis de mecanismos méas complejos.

El desarrollo para la obtenciéon de las matrices de masas de cada elemento, asi como de la
matriz de masas de cada mecanismo propuesto, fue realizado en forma detallada, permitiendo
de esta forma la comprensién puntual del método propuesto, y permitiendo con ello que este
método sea replicado en futuras investigaciones.

La optimizacién del balanceo de los mecanismos presentados a lo largo de este trabajo
presenta siempre el reto de tratar con multi-objetivos. El uso de la combinacién lineal de
funciones demostré ser una forma simple pero robusta de manejarlos.

En el capitulo 5 se presenté la optimizacion del mecanismo de cuatro barras mediante el
algoritmo de Descenso de Gradiente Proyectado Simplificado, siendo este un método
de optimizacién simple basado en gradientes, que permitié obtener informacion valiosa sobre
los limites de optimizacion y demostro excelentes resultados al lograr minimizar las reacciones
en la base del mecanismo en forma significativa.

Tanto en el capitulo 4 como en el capitulo 6 se emple6 el algoritmo de[DE]para la optimizacién
del balanceo de los mecanismos analizados; este algoritmo demostré su eficiencia para la
solucion de este tipo de problemas, logrando muy buenos resultados sin la necesidad de
recurrir a algoritmos mas complejos.
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Con la finalidad de conocer la idoneidad de los limites propuestos para las variables a op-
timizar, se propuso un método a través del andlisis de diagramas de caja de las derivadas
parciales de la funcién objetivo al ser evaluadas en las soluciones resultantes de la optimi-
zacion. Este método permite que, en caso de que hubiera la posibilidad, se conociera qué
limite podria ampliarse con la finalidad de lograr mejores resultados en la optimizacién del
balanceo. Ello reduce el tiempo de analisis de la optimizacion y permite realizar ajustes en
los limites seleccionados.

Por 1ltimo, se demostré la eficiencia de los [PE] para llevar a cabo el anélisis de los resultados
de la optimizacion, permitiendo discriminar entre aquellos més importantes y aquellos que
otorgan resultados no tan buenos. Ademas, al utilizar el para analizar los resultados de
la optimizacién, realizando la comparacién de los[PF|de las diferentes soluciones al disminuir
el nimero de contrapesos, es posible tener claridad sobre las implicaciones que se tienen en
el balanceo al eliminar uno o varios contrapesos.

En el caso del mecanismo manivela-biela se logré una reduccién de hasta el 97.56 % del
o una reduccién de hasta el 94.58 % del (reduciendo en ambos casos también las otras
reacciones).

Para el mecanismo de cuatro barras se logré reducir la y el en un 99.70% vy
un 28.69 % respectivamente cuando se da mayor importancia al indice de balance corres-
pondiente al [ShF} mientras que el [ShM] y la [ShE| se redujeron en un 83.99% y un 8.47 %
respectivamente cuando se dio mayor importancia a la optimizacion del indice de balanceo

relacionado con el [ShM] El uso del método propuesto para la comparacién de [PF] demostrd
que incluso utilizando solo un contrapeso, la [ShF| se puede reducir un 78.74% o bien, se
puede reducir un 73.61 % cuando se le da especial importancia al balanceo de la

Por ultimo, para el mecanismo de seis barras, se logro la reduccion de hasta un 76.82 % de la
ShF y hasta de un 77.21 % del utilizando dnicamente contrapesos. También se presentd
el andlisis para la sensibilidad a los contrapesos utilizados, demostrando que el contrapeso
3 es el que realiza mayor aporte para el balanceo final del mecanismo, de forma que éste
puede optimizarse hasta lograr una mejora en el de cerca del 50 % o bien una mejora
en el del 61 % al agregar tinicamente un contrapeso, garantizando de esta forma una
solucién sumamente sencilla de implementar.

Puede observarse que en los ejemplos propuestos se lograron buenos resultados de optimi-
zacion del balanceo de los mecanismos, todos ellos a través de la adicién unicamente de
contrapesos, y a través de algoritmos béasicos de optimizacién. Recuérdese que al imple-
mentar Uunicamente contrapesos es imposible lograr el balanceo dindmico completo de los
mecanismos, sin embargo la implementacién de este tipo de solucion resulta sumamente sen-
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cilla en la préactica y ofrece una buena alternativa para la mejora del balanceo reduciendo de
esta forma la fatiga, el desgaste y todas las implicaciones mecanicas que la falta de balance
puede provocar en los mecanismos.

7.0.1. Trabajo futuro

[Regresar al indice)

Como trabajo futuro resultaria interesante:

= Realizar experimentos que permitan la validacion de los resultados con prototipos de
mecanismos en forma experimental (cuando se vuelva a tener acceso en forma normal
a laboratorios).

= Definir las matrices de masa para eslabones en dos dimensiones que estén formados
por cuatro o mas puntos basicos, y probarlas a través del balanceo de mecanismos que
requieran este tipo de eslabones.

= Probar los algoritmos de optimizacion propuestos a lo largo de este trabajo para llevar
a cabo el balanceo de mecanismos en los que ademas de contrapesos se incluyan contra
inercias, pues de esta forma seria posible lograr mejores resultados de la optimizacion.

= Llevar a cabo la optimizacion del balanceo de mecanismos tridimensionales con méto-
dos similares a los propuestos, utilizando [FCC], y analizando los resultados mediante
los diagramas de caja y los [PF] tal como se realizé en este trabajo con los mecanismos
bidimensionales.

= Implementar otros algoritmos de optimizaciéon, sobre todo para mecanismos complejos,
como el tratado en el Capitulo 6, para comprobar asi su rendimiento, realizando un
comparativo de los resultados.

» Implementar un software que permita el balanceo de mecanismos bidimensionales en
forma automatica bastando con la introduccién de los parametros fisicos y las restric-
ciones mecanicas.

= Llevar a cabo una optimizacién mixta que permita el balanceo de mecanismos de cuatro
o seis barras que hagan el seguimiento de una trayectoria previamente especificada, lo
cual tendria gran aplicaciéon en robdtica mévil y maquinas de rehabilitacion.
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ShE; = Vax*((mpgxmpo+Tx peoktepx Teok (Tep ¥4 24Yeo#%2) ) [lo — (Lpo + 7% peo ¥l o ¥ Teg ¥4 2% (T g ¥
k24 Yook k2 ) H Tk Peg K o ¥ Yoo ¥k 25k (L g ¥k 2+ Yook k2 ) Tk poa ko (T ook % 2+ Yo xx2) %2/ 2) [ lgx%2) +
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Vix # (Kozx#2% (— 123 —T# peg T3 * Yoz * %24 (Teg ¥ 2+ Y3 % %2) — T* Pe3 ke * (Tea* *2+ Yoz ¥ %2) ¥
%2/4) [ (K ygx#2xl3%%2) — K g% (Mp3 % Yps % Pes ¥l gk Yesk (Tes k% 2+ Yz x%2) ) [ (K y3#ls) + K g x (2%
Loybs +2%T0% peg et g ¥ T ¥ Yoz * (Teg x4 24 Yoz % %2) ) [ (K 3k lg w5 2) + K g % (L T3 0% P g ¥t 3 ¥ Yoz % 2%
(@egkk 24y ¥%2) +Tk Peg kg (Tea 24y egxx2) k2 /4) [ (K ygxx2xl3) + (Mg *Tp3+T% Pkt 3% T ez
(Tes**24Ye3*%2)) /I3 — (Typ3+T* pe3ktosk Teakx 2% (Teg **2+ Yoz %2) + 7% pe3Ft ek (T3 #2+Yez*
%2) w52 /4) [l %52 — (Lpyps +T% pes*teg* Loz ¥ Yes * (Teg k%2 4Yegx%2) ) [ (K ysxl3) )+ Vi x * (K pa %2
(Lps+T% peaitegsyeg k5 2% (To3k k24 Yoz kk2) +T% P ietogk (LTeg k24 yeg#%2) %52 /4) [ (K g x % 2% 3%
%2) 4 2% K 3% (M3 % Yp3 + % Peg *leakYeg * (T ez k5 2+ Yz % %2) ) / (K y3kls) — Koy (2% Lyyps +2% Tk p g
tes*Te3*Yes* (Tegix2+yea*%2)) [ (K ygklysn2) — K g (2% ] Ty3 425k pos ki gk Y ey ek 2ok (T3 %% 24-Y o3
%2) 7% Py ktoa (Teg k¥ 24Yegxk2) %x2/2) [ (K 352513 ) +1— (2513 + 25Tk peg ¥t g % (T ey k24 Y o3
#2) )k (Mipz*Tp3+Tx pegtt ez x Dok (Teakx24+Ye3%2) ) [ (3% (Mps+ 7% pegxteak (Tegx2+ye3*%2) ) ) +
(Typ3+ T % etz * Ty x2k (XT3 k424 Yoz ¥ %2) Tk Pog by * (Teg k¥ 2+ Yoz k% 2) k%2 /4) [ I35 %2 — (2%
Mp3F2%T0% Pes ¥ ez (T4 24Yeg % 2) )k (M35 Yp3 +T% Pes ¥l eg*Yea* (T e xx 2+ Y3 %%2) ) [ (K g (mps+
T¥ Peg¥teak (Leg k%24 Yea¥%2) ) )+ (2% Lyypg + 25T % peg ¥t 3% Leg ¥ Yoz k (L og k524 Y ¥%2) ) [ (K ygxl3)+
({xp3+T% pegtoak Yoz k2% (Teg k%24 Yoz k% 2) +T % peg kb ogk (Leg ¥ *2+Yeg *%2) % %2 /4) [ K3 %%2) +
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Vox *((mpgx Ty +7% peaxt o ¥ Tk (Lo k%24 Yo %2) ) [lo— (Lpo+ Tk peakt ok T ook 2% (T g% %2+ Yo
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(M1 %Y1 + 7% Per ¥ 1 % Yer * (L1 %524y %%2) ) [ (K1 % (Mpy Tk ey ¥t eq % (Ter ¥ %24 Yer %%2) ) ) + (2%
Loyo1 +2% Tk ey ¥t o1 % T 1 %Y1 % (Ter ¥4 241 ¥%2) ) [ (K1 %ly) + (L1 +70% per g kY o1 %5 2% (Toq %52+
Ye1 %¥%2) FT% Pog Kt 1 % (T o1 k% 24y oy #%2) w52 /4) | Ky 5% 2) + Viy # (—mpg — Tk pro ¥t o x (Tep k% 2+ Yok
*2)) % (M2 * Y2 T 7% Pea ¥t Yoo * (Tea ¥ ¥ 2+ Yoo xx2) ) [ (L (Mo +T# peaFt ok (Tea 42+ Yo %%2) ) ) +
Vox * (Mea* Toa+T% peaxtoa* Toak (Tea % 24-Yea%2) ) [la— (Lpa 5 pea¥toa* Togk* 2% (Tea** 21 ea ¥
% 2) T ey b os ¥ Yoy k%25 (L og %k 24 Yoa #5%2) F 70k Dok bog ¥ (Tea k%24 Yoy x%2) k%2 /2) [ 1y x%2) + Vi x %
(K o1k (— Ty — T pe1 ¥ e %Y ep %% 25 (X k624 Yoy 452 ) — Tk ey b g (T op %% 24y oy #562) %2 /4) [ (K %
%23 11) + (Lpypr Tk pe1 kb ey % T % Yer % (Ter %5241 %%2)) [ (K x11) )+ Vpx * (Kpr * (L2p1 + 7% per *
ter % Ye1 %% 2% (Lo %424 Y o1 ¥%2) FT0% Py kEer % (X oy ¥ %24 Yoy #5%2) w2 /4) [ (K1 %521y )+ (Mg *Yp1 +
T*Pe1 *Te1 *ycl*(l’cl**2+yc1**2))/Ky1—([a:ybl F % Pt ¥t ¥ Ter *¥Yer ¥ (Ter ¥ 42 Y1 ¥%2) ) / (K1 %
1) = (Tzpy 7% per et % Yer % %25 (Teq %424 Yoy %% 2) T % poy kb ey (Teq %424 Yoy %%2) % %2/4) | Ky
%2) + Vi x ok (Mpa 4T % pea ¥ tea® (Tea 424+ Yoa ¥ %2) — (25 Mps + 24T % pea st oa* (Tea* %2+ Yea ¥ %2) )
(Mpg*Tpg+ Tk Peg ¥t es ¥ Tog* (Tog k% 24Yeg ¥%2) ) [ (Lak (Mpg+ 7k pegkteg* (Tea ¥ %24y eg ¥%2) ) )+ (Lpa+
Tk Pog kg kT og %% 25 (L oy % k24 Yoy 55 2) 705k Pog kb g ¥ Yeu % ¥ 25k (L og %524 Yoy 5% 2) H 70k Py gk (T og %
k24 Yea ko 2) k%2 /2) [y x5k 24 (1 p1 +T% P ¥t o1 kY1 k%25 (Lo %k 24 Y1 k% 2) Tk Py xteq (o1 %52+
Yer #%2) %52/ 4) | Ky %%2) +Vy # (Mipa % Ypa + % peatea* Yea % (Tea %52+ Yea x%2) ) [la+ Vi x (K *
(—Izpy — % pe1 ¥t cr %Y1 ¥ %25 (T %% 24Yoq %%2) — Tk Pog Kby * (T op k%24 Yoy #%2) %2 /4) [ (K1 %52 %
1)+ (Laypr + 7% per ¥t %L %Y1 * (o1 #3524y %%2) ) [ (Ky1 %11 )+ Vi x # (Kpg* (— I 2p3 — % pes st *
Yes k¥ 2% (T o3k 24352 ) — Tk Pog kb ¥ (Lo w4k 24y a5 2) %2 /4) [ (K 3552513 )+ (Lpypg + % pes*t 3%
Te3*Yez* (Tegxx2+Ye3#%2)) /(K ysxl3) )+ Vx5 (K1 0525 (L 251 7% Py kber ¥Yeq %525 (X o1 %% 24 Yo *
#2) 4T3k ey ¥t ey % (Tep %524 Yoy % x2) 52 /4) [ (K g #6250 [y 56 2) — Ky ¢ (2% Ly 4 25T % Py Loy % X
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Y1 ¥ (X o1 #3524y %%2) ) [ (K1 01y %5 2) 4 (L yp1 +70% per ¥t o1 ¥ Teq %5 2% (Lo %624 Yoq %52 ) T % pog et *
(o1 %% 24 Yoy #%2) xx2 /4) /1 %% 2+ ([ xp3+ Tk Pe3kt ez Yoz k2% (L3 k%24 Y3 %% 2) + Tk Pkl oz * (T 3%
* 2+ Yeakx2)kx2 /4) [ K355x2) + Vi x s (K 3k (L Tp3 4% Py ¥ og %Yoz ¥ 5% 25 (T3 k524 Yoy k% 2) T % pog
teg* (e k524 Yegxx2) %2 /4) [ (K ygxx 2[5 )+ (Mp3*Yps +T% peg ¥t 3 Yeg ¥ (Lo ¥ %2+ Yoz ¥%2) ) [ K3 —
(Luyp3 + % peates*Teg*Yes* (Teg k%2 4y3x%2) ) [ (K y3kl3) — (L p3 4% peg ¥ teg ¥ Yoz ¥ 5% 2% (T ok %2+
Yoz ¥ %2) +T% Pkt (Log k%2 +yeak%2) %2 /4) [ Kz x%2) + Vg x 5 (K yq %52 (— T 2y — % pey ¥ eq *
Yer %% 2% (T oy #5624 Y1 %%2) — 0% Py b oy % (g %524 Yoy #%2) %2 /4) [ (K 5 2% Ly k% 2) — Ky ¢ (g %
Yp1 + Tk Pe1 ko1 %Yo * (o1 ¥ 524y %%2)) [ (K 1k ly )+ K pn % (25 Ly +25% Tk pog st oy # T 1 %Yy * (T g *
% 2+Ye1%%2) ) [ (K1l %% 2) 4+ Ky % (L p1 +T0% per ¥t 1 ¥Yer %% 2% (T g %524y o1 #%2) + Tk peg g % (T *
*24Yor #%2) k%2 /4) [ (K g %521y ) 4 (Mg % Ty + 7% per ¥ty ¥ Ty * (T ¥ %2 +ye %%2)) [l1 — (Lyp +
T Pe1 %oy ¥ Teq %4 2% (Lo #5224 Y1 #%2) F Tk Pog st oy # (Teq %4 24Yoq #%2) %2 /4) [ 1 %52 — (Lyp1 +7%
Per ¥t % T e xYer % (Ter %52+ Y1 %52) ) [ (Ky1xl1) )+ Vi (M55 Tps +T0% pes ¥ tes * T es * (T es ¥4 2+ Yo *
%2)) /U5 — (Lps+ % pesktes ¥ Tep k% 2% (Lon % %24 Yos %% 2) 70k P # T o kYo ¥ %k 25k (X o5 % k24 Y o5 k% 2) +
Tk PesFbes % (T os ¥ k24 Y o5 %% 2) %52/ 2) [1554%2) + Vi x k(K y3 % (— T xp3 — Tk Pkl oz ¥ Yoz x4 25 (L oz 42+
Yoz ¥%2) =Tk Pesketog® (Tegkx2+yeakk2) %%2/4) [ (K g% 2%l3) + (Lpyps + Tk pea el og ¥ Tez* Yoz * (T3 *
% 24+ye3%%2)) /(K ygxls) )+ Vix sk (Kpgwx 2% (— L3 — Tk eg ¥t Y es k5 2% (T g 4% 243 % 2) — Tk Pegk
teg* (Tegx24yexx2) w52 /4) [ (K yg#x2xl3%%2) — K 3% (Mp3 % Yp3 +T % Peg ¥t 3% Yoz * (Tez k24 Y3 %
%2)) [ (Ky3xls)+ Kyg* (2% Lyyps +25% Tk peg st o3k Teg kYo k (Lo k424 Yea%2)) [ (K yg g %2) + K 3%
(I pg+ Tk Pyt ea*Yegkk 2k (T o3k 24-Yeg w4 2) + Tk Pog ¥l egk (Tea k4 24y e % 2) xx2 /4) [ (K 3% 2%13) +
(Mp3kTp3 4Tk Pyt 3k Tegk (Teg k% 2+ Ye3k%2) ) /3 — (T Yp3 +T% pegFteg* Tozkok 2% (L oz k%24 Yz % %2) +
Tk Pesktog* (Tegkk 24wk 2)wx2 /4) I35 2— (Lyyps +Tk Pes ¥l eg kT3 Yoz (T e xx2+Y g %%2) ) [ (K yz*
13))+VEx* (K pgxx2% ([ xp3 4Tk pesktog Yoz kx 2% (T oz ko 24y gk 2) + Tk Pesktog* (T3 k% 2+ Y3 k% 2) %
%2/4) [ (K ygsx2lgnx2) — K g (2% Lpyps + 2% Tk peg ¥ g% T ey k Yz (Lo k4 2+ Yoz k52) ) [ (K ygxl3#%2) +
M5 Tk Pes Kt ek (T os ¥k 24 Y os k52 ) — (2554 25T % P K o5 (T %k 24 Yo k% 2) ) (M5 ks 0% P %
tes*Tesk (Tes k24 Yes¥%2) ) [ (Isk (M5 +Tk Pes Kt en % (X o5 %% 2+ Y5 %%2) ) )+ (Lps Tk Pes K en * T o5 k2%
(T es* 24 Y5 x5 2) HT0% Pos it ek Yon k ok 2% (T op k2 Y o5 4% 2) Tk Pkt o5 (T o ¥k 24 Yo 1562 ) k%2 [ 2) /5%
%24 (TYp3+ Tk Pegxt 3k o3k x 2%k (L og k%24 Yoz x5 2) + 70k Pe3kl o3k (Teg k%24 Yoz xk2) %2 /4) [ I3 %2) +
VEy * (M5 *Yps +T0 % Pes ¥t es ¥ Yes ¥ (Tes ¥ 2 +Yes % %2) ) /s + Vi * ((1Mpa % Tpa +T % poa*tea ¥ Toa % (Tea
k24 Yeak%2)) [la— (Lpa+ Tk Peaboa ¥ T g%k 2% (L og %% 2+ Yog k5% 2) ATk Py T g ¥ Y og 5k 25k (X g k%24 Yoy
*2)F Tk Peaktea* (Togkk 24 Yog ko 2) k%2 [ 2) [ Lg% 2) + Vi x % ((Lps 7% P Kb oK T o5 %k 25 (T o5 5%k 24 Y o5
%) 70k D5 ke ¥ Yo k2% (T o5 %52+ Yo 5% 2) HT0% Pkt ok (T op k%24 Yo k% 2) k%2 /2) [ 5 %52+ (L pg +
Tk Peakboa* Tog %% 2% (T og k24 Yog %5 2) T Pog ¥ T gk Yog %k 2% (T og % ¥ 2+ Yoy %% 2) T % Py ¥ oy (T g %
k24 Yogkx2) k%2 /2) [1x%2) + Vi x ok (M5 % Tps 0% Pes ¥t sk T os % (Lo k% 2+ Yes ¥%2) ) /15 — (Lps 7%
PesHtes kT os k2% (T o5 %k 2+ Yo k% 2) 704 Py K o % Yo Kk 2k (T o 4k 24 Yo k%2 ) HT0% P Kbk (T o5 k% 2+
Yo #%2)xx2/2) [155%2) + Vigy % (—Mmps — 7% pes ke k (T en % %2+ Y on % %2) ) (15 5 Yps 1Tk Pes s % Yo
(Tesxx24Yesxx2)) [ (I (Mps+T % pesktes* (Tesk k24 Y5k %2) ) )+ Viay * (—mpg — Tk peg st g (T ogx %2+
Yea**%2) )% (MpgkYps + 7% Pea ¥t eakYea* (Teax %24+ Yesx%2) ) [ (Lak (Mpg+T % peaktea* (Togx %24y g x%2)))

ShF; = Vax*(—mpg =Tk peolea* (Teo* %2+ Yoo ¥ %2) ) % (M ¥ Yo+ % pep ¥ Lo ¥ Yoo * (Lo % %24 Y ¥
%2)) [/ (lox (Mmpg+ 7k peo¥teo® (Teo¥%24Yeo%2) ) )+ Vay * ((Mpg ¥ Tpo T pegkt ok T ook (T gk ¥ 2+ Yeo
%2)) [lo— (Lo 7%k Pea ko ¥ T oo ¥k 2% (T ok k24 Y oo k%2 ) 70k Do kT oo ¥ Yoo ¥k 2% (L oo %k ¥ 2+ Yoo %2 ) 4Tk
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Peokteok (Lo k2+Yukk2)x%2/2) [loxx2)+Vay * (Mpo+T% peo il ok (Teok* 24 Yook x2) — (2kmpg +2%
¥ Peaktea (Teo ¥ %2+ Yook %2) ) % (M * T+ % Pea koo Lok (T oo %24 Yoo ¥%2) ) / (Lo (Mg + 7% pea*
teo* (Teak*24 Yo %%2))) 4 (Lpo+T % peokt ok Top ¥ %2 (T gk %2+ Yo k% 2) 4Tk P kT oo ¥ Yoo %k 2% (T o %
k24 Yoo k% 2) + Tk Peo koo (Lo k%24 Yoo ¥ %2) %2 /2) [lo % %2) + Viy # (K gk (L Tp3+T% peg itz ¥ Yes *
* 25 (L oy # k24 Ye3 k%2 ) F % Py klogk (Legxk 24y 2) k%2 /4) [ (K g 452513 )+ (Mp3*Ypg + 7% Peg T ez
Yes* (Teakx2+Yegx%2)) [ K ys— (Luyps 7% peales* Teg *Yes ¥ (Teg ¥ %24y x%2) ) /(K ys*l3) — (L 3+
Tk Pegkt 3 %Y gk 2 (L ey kK 24-Y o3 %5 2) % Pos ey k (T ogkk 24-Y gk 2) %% 2 [ 4) | K 555 2) +Vipy s (K 3%
k23 (— I Tp3 — T % Prg ¥t 3k Yoy k%25 (g ¥ %2+ Yog %% 2) — Tk Pog by ¥ (T og ¥ %2+ Yoz 52) % %2 /4) [ (K 3%
%2k l3%%2) — Kk (Mpg * Yp3 +T% Peg ¥t ez Yes ¥ (Tea k¥ 2+Yeg x%2) ) [ (K ykls) + Kyg # (2% Lyyp3 + 2% %
Pes*les*TezkYea* (Tea**2+ye3kx2)) [ (Kyaxlanr2)+ Kok (10p3+T% Poakles kYea sk 2 (T ez k2+Y ez *
#2) + Tk Pyt sk (Tea k¥ 24y kx2) k52 /4) [ (K yxx 2l 3 ) 4 (Mp3 ¥ Tp3+T % Pesxlea* T ez (Tes 42+ Y3 ¥
%2)) /13— (Typ3+ T peg st 3k Teg k%2 (T o3k %24 Y 3% %2) + T4 peg o3k (T g * %2+ Y3k x2) % %2 /4) [ I3 %
%2 — (Lpyps % pegiteg*Leg*yes® (Lo k4243 ¥%2) ) [ (K y3xls) )+ Viy (K pgxx 2% (L Tp3 4% pogxt g
Yoz 2% (T og ko 24y ¥%2 )+ Tk Pkt ogk (Tegkk 24y 52) %2 /4) [ (K g w2 [5x4 2) 425 K g (M3 %
Y3+ Pea¥teaxyes* (Tea*2+ye3*x2) ) [ (Ky3xls) — Kpax (2% Loyp3 +25T% peg it g T g ¥ Yz * (Teg 42+
Yesk52)) [ (K y3xlzsx2) — K gk (2% T3+ 25Tk Pyt o3 Yeg %o 2k (T s 4k 2 Y3 %5 2) H Tk Pt ok (T
* 2+ Yz x%2) %2 /2) [ (K yg#52(3) +1— (25mpg+ 2% Tk pes sty (Tegx k24 Yok x2) ) s (M3 % Tpg + 7%
Pesktegk ok (T3 xk2+4Y3%%2)) /(I3 (Mp3+ Tk peskt ez (Tegkx24-ye3x%2) ) )+ (L Yp3+T % Peg il g T o3 %
k2% (X g%k 2+ Yoz k% 2) + % Py il gk (T ok %2+ Yoz k% 2) %2 /4) /I3 %2 — (2% M3+ 2% Tk ez T o3k (T ez
%2+ Yoz ¥ %2) )5 (M3 % Yp3 +T % Peg ¥t ea % Yoz ¥ (Tea k2 4Ye3x%2) ) [ (K35 (Mpg 7% peg ez Loz k %2+
Yes*%2)))+ (2% Lyyps + 25Tk peg kb oz * Teg *Yeak (Te 2+ Y3 ¥%2) ) [ (K ysxls )+ (1 mp3 4% pes ¥l gk Y *
k2 (L o3k %2+ Yz k¥ 2) + T % P kbegk (Tozkx2+yegxx2) w52 /4) | K y3%%2) 4+ Viox ¢ (Mg % Ypo + T pea ¥
tea* Yook (Teox¥24yeax%2)) [lo+Vey * ((Mpo* Lo +T0% pea ¥t co ¥ ook (L ep ¥ %2+ Yo %%2) ) [lo — (Lo +
Tk P oo % T oo k¥ 2% (Lo % k24 Yoo k% 2) Tk P ¥ Lo ¥ Yoo k¥ 2% (Lo ¥ k24 Yoo % 2) + Tk Prg ¥ Lo ¥ (T ¥
k24 Yook #2)x%2/2) [loxx2) + Viory k(K1 % (1 Ty + 7% pep kb %Yoy %% 25 (T oq %% 24-Y o1 %%2) 7% Py *
terk (2o xx24ye %x2)%x2 /4) [ (K g %5250y )+ (Mg ¥ Yp1 +T% pe1 ¥ o1 ¥Yer * (o1 #5241 ¥%2) ) [ Ky —
(Luyb1 + 7% per b ey % Teq %Y1 * (T %524y %%2) ) [ (K1 xlh) — (L2p1 7% per %t g %Yoy %5 2% (Tog % %24+
Ye1 ¥%2) +T0% por kb oy % (L oy %% 24y oy % 2) 552 [ 4) [ K 1 55x2) +Vioy 5 (K py %525 (— L Ty — Tk Py ¥ op Y1 *
* 2ok (Lo % 24Yo1 %%2) — Tk Poy ¥ eq k(Lo %424 Yoy %% 2) wx2 /4) [ (K w25 [y w5 2) — Ky % (11 %Y1 +
T Pe1 %oy ¥Yer * (Tor %52 4yo1 %%2) ) [ (K1 xly) + Ky 5 (2% Lyyp1 +2% Tk poq kb g % T *Yer % (X o1 $ %2+
Yer%%2)) /(K1 kl%5%2) 4 K 1 % (L) +T% Pt ko1 %Yoy k% 2% (Lo %524 Yoy % 2) H Tk Py ebep % (Top #4624+
Yer¥%2) k%2 /4) [ (K g %% 2%y ) 4 (Mg % Tp1 +T0% per kb oy ¥ Teq * (Teq %524y eq %%2)) /1 — (Lypy +7% peg *
b1 % T oy k2% (X og kK24 Yoy %%2) Tk Pey Kby % (L oy %5424 Yo %% 2) %52/ 4) /1y %2 — (Lyp1 + 7Tk pey ¥ g *
Ty %Y % (Ter #3424y %%2)) [ (K1 %11 )+ Vey * (Kpp #0562 (1 xpy 7% per 5kt eq ¥ Yer ¥ 5% 2% (X o1 k%24 Y g *
%2) 470 Py * ey * (Lo % x 24y ey %%2) w2 /4) [ (K yy w2 Ly %2 )+ 25 I g 3¢ (1M1 % Yy +T0% Pt Ty %Y
(o1 %524 ye1 %%2)) [ (Ky1 %l ) — K1 % (25 Lyypy + 2% Tk pog st oy ¥ T g %Y1 * (T %524y %%2) ) /(K1
lyxx2) — Ky % (2 Ly + 25Tk Peg ey %Y o1 %% 2% (To1 $ % 24 Yop %% 2) +T0k Py H ey k(T op k%2401 % %2) %
%2/2) [ (K1 #5211 )+ 14 (Lpo 7% Pkt og % T oo % k2% (X oo % %2+ Yo %5 2) Tk P b ¥ Yoo k% 2% (T oo %
k24 Yoo %k 2) F Tk Peo il ok (L oo ¥ k24 Yo x5k 2) 52/ 2) [ Lok 2 — (25 My + 24T % Py ey * (T %42+ Y *
2) )k (Mipy % Tp1 +7T % per ¥t ey * Ter ¥ (Ter %% 24y #%2) ) [ (T (Mg + 7% per wter # (Ter 524y $%2) ) ) +
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(Typ1 + 7% o1kt % T %525k (X g kK24 Yoy ¥%2) Tk Py Koy % (Tog %42+ Yoq % %2) k%2 /4) /11 %%2— (2%
M1 +2%T0% Pog ¥t o1 % (T o1 %524y o1 %% 2) )36 (1M1 %Y1 +T0% Per ¥t 1 %Y o1 % (Teq #3524y o1 %%2) ) [ (K 1% (1 +
Tk Per kb1 % (T ey %524 Y1 %%2) ) )4 (25 Lyyp1 +2% Tk peg ¥ Eeq % Ty %Y1 * (Ter #3524y %%2)) /(K )+
({2p1 +T% per *teq % Yeq ¥ 52% (T k%2 4Yo #%2) +T0 % Py b oy (o1 %524y o1 % %2) % %2 /4) [ Ky %%2) +
Vox #(—mps — Tk peg ¥t ea (Teak ¥ 24 Yea*%2) )k (Mpa ¥ Ypa T % Pea*tes ¥ Yes * (Teaxk2+Yea %%2) ) /(14
(Mpa+T % peaFtos* (Teaxk24Yea¥%2)) )+ Vpy k(Mg % Tps + Tk Peg ¥t g% Tog# (Togx %2+ Yea%%2) ) /14—
(Lpa+T % peg st ea* og %% 2% (T og k%24 Yoy %% 2) 7% Py kb oy %Y os %% 2% (T g k%24 Yoy 5% 2) HT0% Pyt g
(Tea* %24 Yoy xx2) % %2 /2) 1y x%2) +Vpy k(K1 % (— T Ty — T % peg kb k Yoy k% 25k (X oq k424 g $%2) —
Tk Pe1 ¥ ter ¥ (Teq %524y #%2) %2 /4) [ (K y1 %52y )+ (Lyypr + 7% pe1 5t er % T o1 % Yeq * (Teq ¥ %24y *
%2)) /(K y1%01))+Voy (K1 (L Tp1 7% per ko1 ¥ Yer 5% 2% (T g k5% 24y og %% 2) 7% Py ¥ o1 % (T g %52+
Yer ¥%2) %52 /4) [ (K1 %21y )+ (Mg % Yp1 7% per *ter % Yer % (Ter %424y %%2) ) [ Ky — (Lo + 7%
Pe1*ter ¥ T ¥ Yer % (o1 %52 4yeq %%2)) [ (K1 % 1) — (L p1 + Tk per st g 5, Yer %525 (T g %524 yep % %2) +
T Pe1*ter * (Tey #3524 yoq #%2) %%2/4) [ Ky %52) + Vpy s (Mpa T % poa$tes * (Tea k¥ 2+ Yo% %2) — (2%
Mpa 25Tk Py kT g (Toa* ¥ 24 Yea ¥%2) ) % (Mpgk Tpg + Tk Pea kb eg % Tog ¥ (Tead ¥ 24Yegx%2) ) [ (Lo (Mpy+
Tk Pea*tos* (Teg ¥k 2+ Yeak%2)) )+ (Lpa+T% Pealog ¥ Tog %k 25 (L og k%24 Y oa ¥ %2 ) HT0% Pog ¥t cg kY g $ k2%
(T eax* 2+ Yea k% 2) +10% poaetoa (Tea ¥ 5% 24Yeak%2) x%2 [ 2) Lg% 24 (141 % per kb ¥ Yy %4 2% (L g *
%2 Y1 % %2) F Tk Pog et oy % (Teq %524 Yey ¥%2) %52 /4) [ Ky #52) + Vigy 5 (K1 % (— T xpy — Tk peg *t ey *
Y1 ¥5%2% (Teq k4 24Yoq %%2) — % Py ¥ beq % (o1 %52+ yey % %2) w52 /4) [ (K yy %521y )+ (Lpyp1 + 7% peg *
ter*Ter % Yer * (T %2+ Yo x%2)) [ (K1 #11) )+ Viy * (Koa* (1253 —T* peaxbeg * Yo ¥ x2% (T %2+
Yoz ¥%2) =Tk Pesketogk (Tegkx24yeakk2) %2 /4) [ (K g x2%13) + (Lyyps + Tk peaklog ¥ Tezk Yoz * (Tea*
%2+ Y3 ¥%2)) [ (Kysxl3))+Viy * (K1 %525 (1 2y +T0% per ¥t 1 %Y1 %25 (Lo %524 Yoq %%2) 4Tk o *
ter* (Lo kx 24y oy % 2) %52 [4) [ (K1 w2 1y 5% 2) — Ky ¢ (2% Ly 42Tk Pog 51 % T 1 %Y1 * (T %% 2+
Ye1%%2)) [ (K1 xly %5%2) + (Lypy + Tk per ¥ Eeq kT %% 2% (T g #5524 Yoy %% 2) +T0% Py ¥t g # (T g #% 2+ Y *
%2) %2 /4) [l %42+ (1 Xp3+T% Pes kb ok Yoz k¥ 2% (L3 k¥ 2+ Ye3 k% 2) + 70k Pkt o3k (L o3 k¥ 2+ Y3 k42
%2/4) [ K y3%%2) +Viy * (K ps% (1 0p34T% peg stk Yos ¥ 5% 2% (X ez k% 24 Yo %5 2) + % Peg kg % (T3 %24
Yesk2)xx2 /4) [ (K355 2%l3) +(Mpg*Yp3+T* pesxles*Yes ¥ (T ez x5k 24Yezx%2) ) [ Ky — (Lpyps +T% pes*
tes*Teg*Yes* (Teg ¥ %243 ¥%2)) [ (K ygls) — (1 p3+ Tk pes ¥t ez %Yz sk 2k (L oz k ok 24y g k% 2) +T0% P
b (et 2 k) k2 4) K ye2) 4 Vipy # (FE x 2 (— L — 5oyt e k(2 k2 g
%2) —T0% Po1 ¥t o1 * (Lo k5241 15 2) wx 2 [4) [ (K1 85 2Ly 5 2) — K gy 3 (11 %Y1 0% Per ¥t 1 Y er * (2 %
$24ye1%%2)) [ (K111 + K1k (2% Lpyp1 +2% 0% oy kb % T et Y o1k (Ter ¥4 2+ Yer #%2) ) [ (K yr kel %x2) +
Koy % (1) 7% pey by %Yoy %525 (L g k%24 Yoy 5 2) 70k Py skt ey % (Teg %5624 Yoy %%2) %%2/4) [ (K1 *
* 201 )+ (Mpy % Tp1 + Tk Pe1 k ey ¥ Ty % (T ey %524 Y1 %%2)) /11 — (Typ1 7% Per kb R T eq k%2 (Toq %62+
Ye1 %%2) F 0% poy ¥ % (L oy k5% 24y or %% 2) %52 /4) /1y %2 — (L1 + % Pe1 ¥t %X o1 ¥Yer * (T ep $%2 4y ey *
%2)) /(K y1%11))+VEx * (—mps — % pes b os % (s * %24 Yo %5 2) ) 5 (M5 % Yps Tk Pos ¥ Ees * Yep * (Tes *
k24 Y5 x%2)) /(155 (M5 +T% pes kb es * (T s %524 Y5 %%2) ) )+ Viy # ((Mips % Tp5+T0% Pos kb s ¥ T o (T 05 %
k24 Yeskx2) ) /15— (Lps + Tk Pes kb os ¥ T k% 25k (L o5 %k 2+ Y5 5% 2) ATk P KT o Y o 4k 2% (T o5 %% 24 Y o5
%2) Tk Pesktos* (Tos k% 24y o5 k% 2) k%2 [2) [I5%2) +Vipy s (K p3 % (— [ p3 — T % pest o3k Yoz k ok 25 (T 3%
#2432 ) — Tk Py tog (Tea 24y k%2) %52 /4) [ (K ys3 x4 2%l3) 4 (Lyyps % Pes ¥t s ¥ T ez Yoz * (X oz *
% 24ye3%%2)) [ (Kygxl3))+Viy * (K352 (=1 Tp3— % pegitegkyeg ok 2% (L g x4k 24y g % 2) — Tk pegk
teg* (Tegx24yexx2) w52 /4) [ (K yg#x2xl3%%2) — K a5 (Mp3* Yp3 +T % Peg ¥tz % Yoz ¥ (Tez k424 Y3 *
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%2)) /(K ys#l3) + Ky (2% Lyyps +2% T % peg ¥t 3% Tog ¥ Yoz ¥ (Teg ¥ %24 Yoz %%2) ) /(K3 xl3 % %2) + K g%
(Tmp3 4T pegtes Yok k 2% (T3 % 24 Y 3 k% 2) H Tk Pyt ok (T o3k % 2+ Y gk 2) wx2 /4) [ (K g5 2%l3) +
(M3 xp3+ Tk Pegxt 3k oz * (Tegx %2+ Y3k %2)) /3 — (Typ3 T % peg g T3k k2% (T og k%24 Y3 % 42) +
Tk Pegitegk (Teakk2+yeghn)wx2 /4) [lgxx2— (Lyyp3+T% pegrtog* T eg Yok (T eg 424y ¥%2) ) [ (K 3%
I3))+ Viy * (K g% %2k (1 Tp3 4T Peg kb ez % Yz k k2% (X o3 % k24 Y3 %% 2) 70 % Pog kLo (X o3 % k24 Y3
%2)# %2 /4) [ (K3 x5 235 %2) — K g% (2% Lyypg + 2% Tk pes ket og ¥ TezkYes* (Teg ¥ %2+ Yoz ¥%2) ) [ (K yz %
I35 %2) 15+ 7% P kL os % (T os kK24 Yo k% 2) — (25 M5+ 25Tk Pkt es * (Tes ¥ %2+ Yoz % %2) ) 5 (M5 %
Tps+T%PesFtes ¥ Tesk (T o5k 24Yes¥%2) ) [ (I5% (Mps+T% pes ¥t es * (Tes x4k 24 Yes%%2) ) )+ (Lps +T% pes *
bes T on k2% (L o5 %k 2+ Yos k% 2) 70k o5 K os K Y es k25 (L o5 %k 24 Yo k52 ) Tk Py Kt ok (T o5k 24 Y o %
%2)x%2/2) [l5kx 24 (T yp3 + T Pzt o3k ok k25 (T ok k24 Ye3 k4 2) + Tk Pt o3k (T oz k¥ 2+ Yoz k42) %
%2 /4) [13%%2) + Vi x * (Mps * Yps + 70 Pes kb ez % Yes % (Tes ¥ %24 Yoz %%2) ) [ls+ Viax % (Mipa % Yps + T peg
tea*Yea* (Tea¥¥24Yeax%2)) [la+Vay * ((Mpa* Tpa 7% peaktea* Tea* (Teaxx2+Yea#%2)) [la— (Lpa+
THPeaHteg kT g ¥k 2% (T oy k24 Yog %5 2) H T4 P gkt ca kYea k% 2% (T oy %k 24 Y o ¥ 2 ) HT0% Pog oy (T g k%24
Yeak%2) %2 /2) [ 1y x5%2) +Viay * ((Lps +70% P b o5 ¥ T os 5525k (L o5 %k 24 Yo 52 ) Tk P Ko K Y o 6 2
(o5 k 24 Yos k% 2) Tk Pos kL o # (Lo k% 2+ Yo k% 2) k%2 ) 2) /155524 (Lpg +T0% Peg kb oa ) T g %% 2% (T o
k24 Yoy %% 2) Tk Py k Tog % Yea k% 2% (Log % %24 Yog %% 2) 70k Py oy % (Tog %52+ Yoy % %2) % %2 /2) /14
%2)+ Vay * (Mg *Tps + % pes kit s x Tes * (Tos k%24 Yos % %2) ) /15 — (Lps 4T Pes # Lo % T os % k2% (205 %
k24 Yos k4 2) Tk Pos ke % Yo x K 25k (X o5k % 24 Yo k562 ) HT0k o kLo % (L op kK24 Y5 k% 2) %2/ 2) [ 5% 2)

ShM = Matriz([[Ax*(Vay * (Mg 4% peasteo* (Teoxx241ywmkx2) — (25mpg+ 25Tk pegkteo* (T oo
k24 Yook x2) )k (Mpok Ty + Tk Peokl o ¥ T ook (T oo k%24 Yo k%2) ) / (lok (Mpg+ 7% peakt oo (T o k%24 Yoo *
%2))) 4 (Lpo+ T4 peakt ok T oo kk 2% (T ook 24y o %42 )+ % Po o kY o 5k 2% (T k% 241 oo k% 2 )+ % P
ook (Teokk24Yeok%2) x%2/2) [lox#2) + Vi x k(Mo % Ypo + T P ¥ teo % Yoo % (Teo ¥ %2+ Yoo %%2)) [lo+
Voy *((mpa* 2o+ peakt ook Teox (T k%24 Yo% %2)) [lo— (Lpo+T% pea ¥t co ¥ T ook % 2% (T s %% 2+ Y oo
%2) 70k Peg koo ¥ Yoo x4 2% (T k%24 Yo k% 2) T % Po ¥t ok (T oo ¥ %2+ Y k% 2) k%2 /2) [lgx%2) ) — Ay x
(Vax sk (mpg+T% peg kteok (Teo % %24 Yoo k% 2) — (2% My 4 2k Tk po koo ¥ (T oo %2+ Yok #2) ) sk (1o *
Tpa+Txpeaktoo*Teak (Tea ¥ %2+ Yo ¥%2)) [/ (lok (Mpg +T % peo ¥t ook (Teo ¥ %2+ Yoo ¥ %2) ) )+ (Lpo + 7%
PeFtea kT ook x 2% (T ¥k 2+ Yoo k% 2) +T0% Pro koo ¥ Yoo k% 2% (T g 4 k24 Yoo k%2 ) + Tk Poa Kook (T o k% 2+
Yok x2) %2 /2) [lox#2) + Vi x # (Mmpo* Ty +T % peoktea kT oo (Teo %2+ Yoo %%2)) [lo — (Lpo +T% pea*
teo*Tepkx 2% (Lo k%24 Yoo %% 2) Tk Po o ¥ Yoo ¥k 2% (T o ¥k 2+ Yo %2 ) 70k Peg Lo % (T oo ¥ %2+ Yoo #
%2)x%2/2) [lox#2)+Viy % (—mpa —T* peakteo® (Teox %2+ Yok *2) )k (MpkYpo +T0% Peo koo * Yook (T *
#2+ Yo k%2)) [ (lox (Mp2+T % pea ¥ tea* (Tea ¥ %2+ Yoo x%2) ) ) )+ Bx * (Vpy # (K # 2% ([1p3+ % pe3 *
tes* Yok x 2% (Tog k24 Yogk%2) +T % Pyl gk (Teg ¥ %2+ Yegk52) k%2 /4) [ (K 35 x 2 [g %% 2) 4+ 25 [ 3%
(M *Yp3 + Tk Peates Yo (Teakx24yes3xx2) ) /(K yskls) — Ky (2% Lypg + 24T % peg el g ¥ Tes ¥ Yeg *
(eg x5 2+yesx2)) [ (K y3klzsx2) — Ko (2% [xp3+ 25T eg ey ¥ Yo %k 2% (X oz ¥ %24 Y3 k% 2) 47
Pezkloa* (Teax 24y x2)x%2/2) [(Kygxx2xl3) +1— (25%mypg+ 2% Tk pog xt 3k (Log k%24 Y3 % %2) ) *
(Mps*Tp3+T* peg*t ez * Do (Teakx2+Ye3*x2)) [ (I35 (Mp3+T% pesktea* (Tezxx2+ye3%2) ) )+ (L yp3+
Tk P33k T3k k2% (L o3k k24 Ye3 k4 2) + Tk Pkl ok (T ok %2+ Yeg k% 2) k%2 /4) /1352 — (2% 3+ 2%
T Pes¥legk (Teg w2+ Y3 #52) )k (M3 Ypg H T Pegtes ¥ Yoz * (T3 kk 24y g x%2) ) / (K3 (Mipg+T% pes*
tes* (Teg 24y %2)) ) 4 (2% Lyps + 2% Tk peg ¥t 3 % Tz Yoz * (Teg ¥ %24 Y3 %%2) ) [ (K ys*ls) + (L xps+
Tk Peg*tea*Yeg % ¥ 2% (Teg ¥ 42+ Yoz ¥ %2) + Tk prgktoax (Tez k24 Yoz %2) % %2 /4) | K3 %2) + Vigy *
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(K ps% (1 xp3+T% pes ¥t 3% Yok k25 (T o3k %2+ Y3 k% 2) + Tk pog xl g * (LT eakx 2+ Y gk x2) k%2 /4) [ (K 3%
%25 13) 4 (M3 * Yp3 +T % P *tes % Yoz % (T ez ¥ %2+ Yoz ¥%2) ) [ Kz — (Lpyps + 7% peg ¥ ez % Tz ¥ Yo (L ea
#24Ye3x%2)) [ (Kygxls) — (L 2p3+ Tk pegxl gk Yegkox 2% (L o3 %524 Yoz % 2) F Tk g xl ey k (T oz ¥ %24 Yoz
%2)x%2/4) | Ky %2) + Vipy # (K3 x52% (—L2p3 — T % pes kt ez * Yoz ¥ % 25 (Lg% ¥ 2+ Y3 % %2) — T % pg
teg* (Teax 24y x#2) k%2 /4) [ (K 35525 3%%2) — K g% (Mp3 % Yps + T Peg ¥tz * Yoz * (T e k¥ 2+ Yoz %
%2)) /(K yg*ls) + Ky (2% Lyyp3+ 24T % pog ¥tz * Tog ¥ Yoz ¥ (Tez* 2+ Y3 x%2) ) [ (K yg # I3 %%2) + K g%
(Tmp3 4T pegtes*Yes k% 2% (T o3 %% 2+ Y3k 2) F Tk Pyt o3k (T o3k %24y gk k2) wx2 /4) [ (K g% 2%l3) +
(Mp3*Tp3+ Tk Peg*teg ¥ Teg* (Teg k% 2+ Ye3k%2) ) [ls— (L Yp3 + T Pzt oz * Tz xk 2% (Teg ¥ %24y ez %2) +
Tk Pekt gk (Teak2+yeakk2)kx2 /4) [lgx2— (Lyyp3+T% pegiteg*Teg*Yea* (Tegxx 24y 4%2) ) [ (K s %
I3)))— By * (Vpx # (K3 %525 (I 3+ 7% pegxt g %Yoz k4 2% (L o3k %2+ Yoz % %2) + T % peg kg * (T oz % %2+
Yoz ¥%2) k%2 /4) [ (K 3525555 2) + 2 K g (M3 5% Ypg + T Pes teg ¥ Yo (Tez x4 24y 3% %2) ) /(K 3%
ls) = Kopg# (2% Lpyps + 250 pog xt g ¥ Teg ¥ Yo (Lo ¥ %2+ Yoz k%2) ) [ (K skl %2) — Koy (2% [y +2%
Tk Pe3 b 3% Y3 $k 25k (T o3 ¥k 24 Y3 ¥ 2) +TT% P ktoa (T ok %24y k% 2) %2/ 2) /(K g5 2xl3) +1— (2%
M3+ 25Tk Pkt oz ¥ (Teg %k 2+ Yoz ¥%2) ) % (Mp3k Tz + Tk Py kb s % Teg* (T o3k x 24y ez x%2) ) /(I35 (M3 +
Tk Pegkteg* (T3 *k 2+ Y3 x%2) ) )+ (Lyp3 + Tk Pkt ez % Tz %k 2% (T oz k24 Yz %k 2) +T % Pg ez ¥ (T ez %
k24 Ye3kk2) k%2 /4) 3452 — (2% mp3+ 25Tk Pe3ktegk (T o3k % 24Ye3kx2) )k (Mp3kYp3 Tk Pe3kt ez ¥ Yok
(g ¥ %2+ ye3x%2)) /(K 3% (Mg +T% peg ¥t (Teg ¥ %24 Yoz %%2) ) ) 4 (25 Lyyp3 + 25 T g beg ¥ T g
Yes* (g2 +1y%2)) [ (Kygxls)+ (L Tp3 4% Pkt ez Yo #k 25 (T o3 ¥4 24 Yoz ¥ %2) +T0% Pos it 3% (T oz
* 2y eak%2) k%2 /4) [ Kyg#52) + Vi x (K g% (L Tp3+T% Pkt ey ¥ Yoz kx 2k (T3 k%24 Y 3 %% 2) 7% pog
tegk (Teasx24yegkx2)xx2/4) [ (K yz552l3) + (M3 ¥ Yp3+T% Peg ¥l eg ¥ Yoz ¥ (T oz ¥ %24y ¥%2) ) [ Kys —
(Luybs+T% pegxtes* Tz x Yoz (Teax%2+Yegx%2) ) [ (Kyzxls) — ([2p3+T% peg ¥tz Yes # % 2% (T oz %2+
Yes ¥ %2) +T % Pkt (Tog k%24 Yoz % %2) k%2 /4) [ K54 %2) + Vi x 5 (K 3 k%25 (— T mp3 — T pog ¥ teg *
Yoz ¥k 2% (T g %2+ Yoy ¥ %2) — Tk Pog e (T og k%24 Yoz k%2) k%2 /4) [ (K 3 k#2535 2) — K 3% (g
Y3+ Tk pes¥tes*Yes* (Teg ¥ *¥2+yegx%2)) [ (K ya#ls) 4+ Kok (2% Lpypz + 25T % Pk lea % T3k Yoz * (Tes*
#24+ye3k%2)) [ (K ygxlz52)+ K pgk ([ 2p34T% pogxl oy x Yoz k5 2% (T g %24y o3 ¥ 2) +T0% pog kteg k(T %
* 2+ Yoz x%2) k%2 /4) [ (K ys#5x2x13) 4 (Mg ¥ Tp3 + Tk peskteg* Tog* (Teg ¥ %2+ Yoz %2) ) /s — (T yps 1%
Pes*teakTegx k2% (T x 243 ¥ %2) +T% P elog* (T og k%24 Yz ko 2) k%2 /4) [l 552 — (L3 + 7% pes
tes*Tea*yes* (Teak#24Yea*x2)) [ (Kysxl3))) +Cxx (Vax * (—mupp —Txpea st co* (Tea 62+ Yook %2) ) %
(M2 % Yoo+ 7% pealea kYoo * (Tea k2 + Yoo #%2)) [ (I (M2 + T peoklea (Teo**24Yeox%2) ) ) + Vay *
((Mmpo*Tpe+ Tk peaktoo* Teok (T ook %24y k%2)) [lo— (Lpo T peot ok T ook k2% (T o k%24 Yo% 42) +
T4 Pea ¥t o kYoo ¥k 2% (T o ¥k 2+ Yoo k% 2) + T % Prowt ek (Lo k24 Yoo kx2) %2 /2) [lokx2) 4+ Vioy # (K1 %
%25 (1 p1 +T0% Per ¥t eq ¥ Y1 %425 (T g %42+ Yoq ¥%2) FT % pog ¥t eq * (Teq ¥ %2 +Yor %%2) %52 /4) /(K 1 *
2ok 0y %% 2) + 2% K py % (M1 % Yp1 +T0% Per ¥t 1 %Y1 % (T x5 2+4 Y1 ¥%2) ) [ (K xly) — Ky 5 (2% Ly 2%
¥ Pt kb %Ly %Y1 * (Lo %% 24y o1 %%2) ) [ (K10l %% 2) — Ky 0 (25 L 1 +25T0 % pog g %Yo % 2% (X1
%24 Y1 ¥%2) F Tk Pog b oy # (X oy ¥5% 24y o1 #%2) %2 /2) (K g %% 2%y )+ 14 (Lo +T% pea ¥t ok Tep k% 2%
(T x ¥ 24 k% 2) +T0% Peokt ok Yook k2% (T ok 2+ Y% 2) +T0 % Pokt o (T ¥ 2+ Y k%2 ) k%2 /2) [ 1o
k2 — (251 + 2%k P 1 % (T o1 Kk 24-Y o %%2) )k (1101 kL1 +Tk P ¥ 1 % T o1 % (T ey %5624y o1 %%2) ) /(11 %
(M 7% per ¥t % (o1 %524y %%2) ) )+ (L Yp1 +T% Py ¥t 1 % T oy $5% 2% (T %% 24 Y o1 $5%2) Tk P T o *
(e %24 Yo x%2) k%2 /4) /11 %52 — (2% Mmpy + 24Tk Peg * g % (T %% 24Ye1 % %2) )k (101 kY1 + 7% Py *
ter % Yer (T %524 Yoy %%2) ) [ (K y1 % (Mg 7% per kb ey % (Teg %52+ Yey #%2)) ) 4 (25 Ly + 2%k g
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ter* Ty %Y1 * (o1 ¥ % 24yer ¥%2) ) [ (K1 xly) + (L 2p1 +T%k per ¥t o1 ¥ Yer %525k (L0 %24 Yoy %% 2) +T0% Py
ter % (@er % %2+ Yoy #%2) %52 /4) [ Ky %%2) +Vpy ¢ (K1 % (12p1 7% per #t 1 % Yer %% 2% (Tog % %24 Yy *
#2) +T % Pt xt ey * (Ter % %24 Yoy % %2) wx2/4) [ (K1 % %2 1y) + (Mg % Yp1 + 7% pe1 ¥ Eer %Yoy * (Ter %42+
Ye1%%2)) | Koyt — (Lypr 0% pe1 ¥t 1 % T 1 %Y1 % (Ter %524y %%2) ) [ (K1 %ly) — (151 +T0% peg ¥t g %Y %
2ok (X o1 $ %24 Yoy %% 2) F 7% Py eq * (Lor %5624y o1 #%2) k%2 /4) [ Ky 5 2) +Vigy (K g #5625 (— Ty —
T Pe1 ¥ ¥ Ye1 %4 2% (T g %% 24Yoq #%2) —T0% P ¥t eq % (Lo k%24 Yor #%2) k%2 /4) [ (K %5251 % %2) —
Koy (mipr Y1 + 70 per ¥t ek Yer * (T 52+ yer $x2) ) [ (Kya sy )+ Kpr 5 (2% Loy + 25 T4 pea # ey %2 e %
Yer % (e %% 24y %%2)) [ (K1 #ly 55 2) 4 I pq 5k (L Ty 0% peg g %Y q 55k 25k (T g 524 Y oq #%2) 7% Py
ter* (T %% 24 Yoy % %2) %2 /4) [ (K1 %2y )+ (Mg % X1 + Tk Py ¥t g % T eq % (Tey %52 4yq %%2)) /1] —
(Lyp1 7% per kb ¥ T eq w4 2% (Lo k24 1 4% 2) F Tk Py ko 6 (T op #x 24y 45 2) 552 /4) [ 1 552 — (L1 +
T Pe1 ¥l % Ter kYot * (T w524y #%2)) [ (K1 xl1) ) — Oy # (Vax * (Mo * Tpo+ 7% pea et o x T (T e
* 24y x%2)) [lo— (Lpo+ Tk peokt ook ook % 2% (T ook k24 Yoo k%2 ) T % Pro kT o ¥ Yo k% 2% (T s %% 2+ Y o
%2) 1% peoktook (Teok k24 Yo x#2) %52 /2) [loxx2)+ Vay * (Mp2 ¥ Yp2 + % Peakteo* Yook (T oo ¥ %2+ Yoo *
2)) /o +Vox # (K1 #x 2% (L 2p1 +T0% per ¥t o1 %Y er %525 (T oy %5241 o1 %% 2) -T0% pey ¥ (T oy %2411
%2) 5 x2 /4) [ (K yy 5% 2ok 1y 5% 2) 425 Iy 5 (Mg kY1 70 Pe1 ¥Eeq %Y1 * (Ter %% 2+ yer ¥%2) ) /(K1 %l ) —
K1 % (2% L1 + 2% Py ¥ o1 % Loy %Y1 % (T 1 %524y g %%2) ) [ (K1 xly %% 2) — Ky 5 (2% L Ty 424 poy
ter %Y1 %% 2% (Lo k524 Yoy %5 2) T Py kb (Teg %5624 Yoy #52) %52 /2) [ (K yy #5251y )+ 1+ (Lpo 7%
Peokteo ¥ T oo ¥ % 2% (T ook K2+ Yo k% 2) T % Pog g % Yoo k% 25k (T o k¥ 2+ Yoo %% 2) +T % Pea kb g% (T oo ¥ %24
Yoo #kk2) k%2 [/ 2) [ ok 2— (2511 425 Tk Pyt 1 % (T %24y o1 ¥%2) )k (M1 %L1 HT0% Py kb ey % T ey # (X ep %
%24 Ye1 %%2)) /(11 % (Mpy +T% per ey * (o1 % %2+ Yeq %%2))) 4 (Typ1 70k pe1 kT eg kT eq %k 2% (201 %2+
Ye1 %%2) Tk Pe1 ke % (Lo %k 24-Yop %52 ) kx 2 [4) [ 11 %2 — (2%1Mmp1 + 25Tk ey Kt o1 % (Lo k%24 Yoy %%2) )
(101 %Y1 Tk Pe1 by %Y1 * (Teq %% 24y %%2) ) /(K1 5 (Mg 7%k peg 5t # (o1 %524y %%2) ) )+ (2%
Loyb1 +25 705 ey ¥t % ey ¥ Yer % (X or ¥5 24y o1 ¥%2) ) [ (K1 5xly) + (L 2p1 +T%k peq st er ¥ Yeq k% 25 (T g %424
Ye1 ¥%2) FT0% Py ¥t 1 % (T %624y %% 2) %2 [4) | Ky #52) + Vi x ok (F % (L1 4Tk peg ey % Yeq % 2%
(o1 %5 24-Y o1 %5 2) FT0k Py by % (Lo #5224y oy 5% 2) k2 /4) [ (K1 5% 25y ) 4 (g1 %Y1+ Pt ¥E 1 %Y1 %
(o1 %24y %%2)) ) Kyt — (Lyypr 7% per kb o1 % Ty ¥ Yer * (Ter %524y #%2) ) /(K1 %1y ) — (Lap; +7%
Pe1 ¥t %Y1 % 2% (T g k% 24y oy #%2) F Tk Py kg (Teq %% 24y oy #%2) k%2 /4) [ Ky %5 2) + Vi x # (I 1 %
* 2% (— LTy — % Pe1*ber ¥Yer ¥%2% (T oq k% 24Yg #%2) — Tk Pog b oy % (T #5424 Yoy %%2) %2 /4) [ (K
2k ly %% 2) — Ky % (Mg %Y1 +70% per by %Y1 % (Ter %524y #%2) ) [ (K kly )+ Iy 5 (2% Lyypy + 2575
Pe1¥ter ¥ T o1 xYer * (Lo xx 24y %%2) ) [ (K1 xly w5 2) 4+ Ky s (L1 +70%k ey ¥ o1 %Y o1 3% 2% (X o1 %% 24y
#2) F Tk Pkt 1 % (L1 %% 2+ Yor #%2) k2 /4) [ (K 1 %% 20y ) 4 (Mg %1 +T0% ey b % T o1 % (Teq %2+ Yo
%2)) /11— (Typ1 +T % per kb ey %L eq %% 25 (o1 #5224 Yoy #%2) Tk Py kb oy # (Tog %524y o1 %%2) k%2 /4) [ 11 %
#2— (Lyypr 7% per ¥t ¥ T % Yer % (T %52 +ye %2) ) [ (K1 xlh) ) ) + D (Voy * (Kpyx (Topy +70% per
bt %Y1 ¥ %25 (Lo %424 Yoy %% 2) T % Py b oy # (g ¥ 5% 24Yor % %2) w52 /4) [ (K g 52511 ) + (M1 %Yy +
7T*pcl"‘tcl>"yc1"<(xc1**Q‘i‘ycl"<"‘2))/[<7J1_(Iﬂcybl_|’7T"‘pcl"‘tcl"“Tcl*ycl"‘(xcl*"‘24_3/01>""<2))/(I<yl>'<
1) = (Tpy +70% per %t % Yer % %25 (Teq %424 Yoy %% 2) 4T % Py b oy % (L1 %424 Yoy %%2) % %2 /4) | Ky
%2)+Vpy * (Mps+ Tk Pegt cak (T ey %524 Yoy %% 2) — (251mpg + 25Tk Pyt gk (T oy %524 Yog k% 2) ) % (Mg
Tpa+TkPea*tes* Tea* (Teak*k24+Yesx%2) ) [ (Lak (Mps+T % peattoa (Teax %24 Yes ¥%2) ) )+ (Lpa+ 7% pes*
Lea*Toq*x 2% (Log k%24 Yoy x5 2) 0% Pog kb o %Y og k% 2% (T g ¥k 24 Y g $5%2) 70k oy oy % (T og ¥ 524 Yoy %
%2) k%2 /2) [lykx 24 (T xp1 +T0% o1l eq % Yep k%25 (X oq k%24 Y1 %% 2) H Tk Pog kb ep % (T op k%24 Yoy k%2)
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%2/4) | Ky1%x2)+Vgy s« (K% (— 1 0p1 — Tk per st e ¥Yer % 2 (T g 5 247 o %5 2) — Tk oy ¥ ey 5 (T eq %2+
Yerx%2) %52 /4) [ (Ky1 %521y ) 4 (Lyyp1 +7T% per kb % T %Yer % (T %524y %%2)) [ (K1 xly) )+ Vi x *
(Mpa*Ypa+T* pesrtea*Yes ¥ (Teax 2+Yeax%2) ) [la+Vay * ((MpaxTpa+ % peart ek Teak (Tea* 21 ea*
%2)) [y — (Lpga 7% Pog kT og % T og %% 2% (T oq k% 24 Y g ¥ 5% 2) FT0k Doy KT o %Y oa %% 2% (L og $ %24 Yoy %% 2) 47k
Peaktoq* (Teaxk2+1yeyxx2) k%2 /2) [1yx%2)) — Dy (Vox (K p1 % (L 2p1 7% per %l o1 Y1 %525 (201 %52+
Y1 %5%2) FT0% ey xbeq % (X oy %k 24y ey %% 2 )5k 2 /4) [ (K1 w52y )4 (M1 ¥ Y1 +T0k Pt 1 %Y1 % (Tep #5624+
Yer%%2)) [ Kyt — (Luyp1 0% per ¥t 1 % ey %Y1 % (Ter %524y o1 %%2) ) [ (K1 k1) — (11 +T% per kg ¥ Y1 %
%23 (T o1 ¥ %24 Y1 ¥%2) +T% Py ¥t ey * (Teq %% 24-Yoy %%2) w52 /4) [ Ky %2) + Vi x5 (Mpg + % pog ¥t g *
(Tea* 24 Yog x%2) — (26 Mpg + 25T % e kb og % (T g % %24 Yea ¥ 52) ) % (Mpg ¥ Tpg + T4 Peg ¥ Tog % T og* (T og *
k24 Yea#%2)) [ (L (Mpa Tk peartosk (T ea k5% 24Yea¥%2) ) )+ (Lpa+T% Peakt ca % T og %k 25 (T oy %% 24 Yoy
% 2) T8 Pog kb og kY oy k% 2% (L oy bk 24 Y oy k%2 ) T8 Pog kb oy k (T og k%24 Yoy 156 2) k%2 [ 2) [ 1y 24 (T +70%
Pe1 ¥t o1 ¥ Ye1 %5625 (T og #5424 Yoy ¥52) +T0% Pop ey % (Teg #5624 Yoy #%2) %52 /4) [ Ky %%2) + Vg x5 (K 1 %
(— Iy — % per ¥t *Yer %4 2% (L o1 ¥ %2+ Y1 %% 2) — Tk Py ¥y * (T eq #4224y #%2) k%2 /4) [ (K g 5% 2%
)+ (Leypr +70 per st e %1 5 Yer % (T %524y x%2) ) [ (K xlh ) )+ Vo s ((mpa* Tpa+ 0% peat ca Tea
(Teax#24-Yeax%2)) [la— (Lpa 7% pesktosk oy s x 2% (X o k% 24 Yo #5%2) T Pog ¥l g ¥ Yoa %5 25 (T oy 652+
Yea**2) F % Pogklog* (Tog %24y oy x%2) %2 /2) [ 1y %2) + Vigy * (—Mpg — T % Pog g % (Tog %62+ Yoy %
%2) )k (Mg ¥ Ypa + 7% Peaxtea ¥ Yes * (Tea %52+ Yea %%2) ) [ (Lk (Mpg+T% peastea* (Togx %24y g x%2)) ) ) +
Ex*(Vpy * (K g% (1Tp3+ Tk pesktes ¥ Yoz k% 2% (Tog k%24 Yoz k% 2) Tk pog ktog * (T3 k% 2+ Yoz ¥ %2) %
¥2/4) [ (K yz#%2x13) +(mp3Yp3+T pea*t s Yes* (Tea*#2+Yesx2) ) [ Kyz — (Lpyp3+T* pesit ez x T ez
Yes* (Texx2+ye3¥%2)) [ (K yaxls) — (1 xp3+T% peskt g xyeg k2 (T g w4 24 Y3 %% 2) + Tk Py et (g
* 2+ Yoz kx2)xx2/4) | K g 52) 4+ Vioy s (K oy #5625 (— L Tp1 — % Py #b ey Y1 %525 (Lo %424y og ¥%2) —
Tk Pe1 b % (Tor %% 2+ Yoy #%2) 5% 2 [ 4) [ (K 55625y 5% 2) — K 1 % (11 %Y1 +T0% 1 bt ¥Yer % (X o1 k%24
Yerx%2)) [ (K y1xly )+ Ky % (2% Lo +2%T0% pey ¥ 1 5T 01 %Y1 % (o1 5524y g #%2) ) [ (K g %1y %% 2) + Ky %
(T xpy +Tk Py ke %Y %% 25k (T g ¥ 5% 24-Y oy 4% 2) H Tk Py ¥l ey % (Teg #5624y % 2) xx2 /4) [ (K g 5211 ) +
(M1 k1 +Tk Py ¥t e kT ey * (T e1 % %2+ Ye1 %%2) ) /11 — (Typ1 HT0% Pe1 ¥t er % Tep k%25 (L o1 ¥ %24y %%2) +
Tk Pe1 ¥t ey % (Lo #5624y ey % 2) %x2 /4) [ 11 5% 2— (L1 +T0% o1 ¥ o1 %L e %Y1 % (Tep #3524y %%2) ) / (K1 %
1)+ Vpy # (K g1 % (— T2y — 7k Py xt e % Yeq %525 (T o1 k%24 Y o1 %% 2) — Tk Peg kL op  (Teg %524y ¥ %2) %
%2/4) [ (K1 x%2%11)+ (Lpypr 7% per ke % T o1 % Yer % (T %524y %%2) ) [ (K1 xl1) )+ Viy * (K %% 2%
(Lp1 7% per st %Y o1 k% 2% (Teq #5224 Yoy %%2) +T0% Py ety % (Lo k424 Yoy #52) %2 [ 4) [ (K1 %52 *
2) — K1 (2% L1 +2%T0% pey kb 1 KT o1 %Yer % (T ey %52+ Y1 %%2) ) [ (K16l #52) 4+ (Typ1 +7% peg ey
Te1 %% 2% (Lo %24 Yo1 %%2) F Tk Pog kT oy (Lo %% 2+ Yer % %2) k%2 /4) /1y 5562+ ([ 03+ Tk peg xt 3% Yoz *
k2% (T og ¥k 2+ Yoz ¥ 2) Tk P el g ¥ (Lo k% 2+ Yok 52) % %2 /4) | Kz x%2) +Vipy # (K g% (— T xpg — %
Pes*teak ez k2 (T og k%24 Yy %% 2) — Tk Pesklbeg s (Teg %2+ Yz ko 2) %2 /4) [ (K g x5 2513) + (Lpyps +
T Pe3*ta* Tea*Yes* (Tea**2+ye3x%2)) [ (Kya*l3))) — By * (Ve x# (Kua* (1 Tpa+T % poykt 3 xYea+2x
(T3 24Y ez k5 2) F Tk Pog etk (Legkk 24y gk 2) 52 /4) [ (K g5 25l3 ) 4 (M3 % Ypg + % Pos ¥t g %Y *
(T3 x2+ye3x%2)) [ Kys — (Lpyps + Tk pes ktez % Tz k Yz * (T3 k24 Yoz x%2) ) [ (K yz xl3) — (Twps 4%
Peakteg®Yegx k2% (Log k%24 Y e ¥ %2) F Tk peg oy (L og ¥k 2+ Yo x2) %2 /4) [ Kz #52) + Vi x (K1 *
* 2% (— LTy — % Pe1 ey ¥Yer ¥ %2 (T oq k%24 Yo #%2) — Tk Peg Koy * (Teq %24 Y1 ¥%2) w52 /4) /(K g %
2k [y %5 2) — Ky 3% (1M1 %Y1 H70% per kb ey %Y1 % (Ter %% 24y o1 #%2) ) [ (K1 xly) + Fpq 5 (2% Lyypr + 25 %
Pe1¥ter ¥ T o1 % Yer ¥ (e %% 24y %%2) ) [ (K1 xly 45 2) + Ky 5 (L X1 +T0% peg ¥t o1 Y eq 5 2% (X op %424y o %
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#2) 1% per k1 * (Ter 624y #%2) 452 /4) [ (K1 %251y )+ (M1 ¥ 41 FT0% Per ¥y ¥ T e (e #5211 ¢
%2)) /11— (Typ1 7% per b1 %oy %5k 2% (T og k%24 Yoq %% 2) 7% P Kt eq % (Teg %624 Yoy % %2) x%2 /4) /11 %
52— (Lyyp1 7% Pe1 ¥t 1 ¥ T ey %Y1 % (o1 %52+ Y %%2) ) /(K1 x1) )+ Vo x k(K% (— L xpy — % per ¥t ey ¥
Ye1 ¥% 2% (L o1 #524Yoq %%2) =Tk o1 ¥t o1 # (L oy k4 24y #%2) 552/ 4) [ (K g 55250y )+ (Lypyp1 +T0% per ¥t 1 *
TerkYer * (e k5 2+y e %%2)) [ (K1 %10) )+ Vi x (K pn %o 2% (1p1 +T0% pe1 1 Y eq k5 25k (201 %24y
%2) 0% P ¥t 1 % (Teq %424 yoq %%2) k%2 /4) [ (K1 w520y 5% 2) — Ky % (25 Ly 2% Tk pog b % Tep *
Ye1 % (T o1 #3524y %%2)) [ (K1 01y %% 2) 4 (T yp1 +7T% pe1 ¥t o1 ¥ Teq %525 (Lo %424 Yoq %52 ) 7% pog 5ebeq *
(e kx24yer % %2) k%2 /4) [ 11 %24 ([ Tp3+ Tk Pt o3k Yoz k k2% (T oz k%24 Yoz x5k 2) + 70k Pkt o3k (T oz %
* 24y g2 )2 /4) [ K g5x2) + Vi xok (K (— 1 Tp3 — T4 Pt 3 Yoz sk 2k (T gk 24y gk 2 ) — Tk P g
teg*(Tea¥#24Yegr2) %2 /4) [ (K ygix2lg )+ (Lpyps Tk peg ¥t eg kT ez Yoz * (T oz x 2+ Y 35%2) ) / (K 3%
13)))+Fx*(Vpy (K gx52% (— [ y3 — T % peg g ¥ Yoz k% 2% (T 3552+ Yoz x5 2) — Tk pe3 kit gk (Lg% 24
Yegkx2) k%2 /4) [ (K ysxx 21355 2) — K g% (Mp3 % Yp3 % Deg ¥l egkYeak (Teg x4 2+ Y3 x%2) ) [ (K ysxl3) +
K35 (2% Lypg + 25T % pegxt ca ¥ TeaYes ¥ (Teax 24y x2) ) [ (K g w35 x2) + Kz x (1 Xp3+ Tk pegkteg
Yz k5 2% (T o3k 24y gk k2) +T% Py ietogk (Tegtox2+y g wx2)#%2 /4) [ (K 355213 )+ (Mpg*pg+ Tk Pes*
tea* @3k (Tegxx24Ye3x%2)) [I3— (Lyps+T Peg*leg* T egk# 2% (T gk 2H Yo k% 2) FTx gkt gk (T g %2+
Yz #%2) %52 /4) [ I35 2 — (Lyyps + Tk pes ez k Tz * Yoz * (Tes ¥ %2+ Yz %2) ) [ (K ysx13) )+ Vy * (K p3 %
(—Ixp3 —T% Peg ¥tz Yoz k%25 (Teg* ¥ 24Y g k4 2) — Tk Pogelog * (T og k% 2+ Yoz #%2) k%2 /4) [ (K 352
I3) + (Loyps + % pea*tea* TeaxYea* (Tez* 52+ Yz xx2) ) [ (Ky3#13) ) + Viy * (K # 52 (I3 + 7% peg
teg* Yoz k2 (T o3k x 2+ Y g k5 2) + Tk Doyt % (Lo ¥k 2+ Yz kx2) 5% 2 /4) [ (K 3% 2k 3% %2 ) — K 3 (25
Loybs+2%T0% peg ¥ tea* Tog ¥ Yoz ¥ (L og ¥ 52+ Yoz ¥%2) ) [ (K yg I3 %% 2) 15+ % pos kb o % (Tes 5424 Y5 %
%2) — (2515 + 24Tk P o5 K o5 (T oKk 2+ Y s % 2) ) (M5 K Ty Tk Pos b o5 K T ok (T epx ok 24-Yos #%2) ) / (15%
(M5 +T0% Pes ¥ L e * (Tes %% 24-Yes $%2) ) ) A (Lops Tk s b s ¥ Tep %4 2% (T %52+ Yos %% 2) H T4 s et o5
Yo %k 25k (T o5 %k 2+ Y o5 5k 2) Tk P K Tk (T s %k 2+ Y o5 %k 2) k%2 [ 2) [ 15 k%24 (L yp3 + Tk Peg kb3 % Teg ¥
k2% (T oz kK 2+ Yoz # ok 2) + Tk Peg kit o3k (T oz k24 Yoz k%2 ) %2 [4) 1355 2) + Vi x % (M5 ¥ Yps 0% Pes ks
Yes % (Tes % %24+ Yes%%2)) /15 + Vay * (Mps % Tps + % pes ktes * Tes ¥ (Tep % %2+ Yo ¥%2) ) /15 — (Lps + 7%
Ptk T o5 K% 2% (T o5 ¥k 24 Yo %62 ) HT0k Py L o5 K Y o5 5k 25k (Lo Kk 24 Yo %5k 2 ) 705k s e ok (X o5 %% 24
Yesx%2)x%2/2) [I5%%2) ) — Fy * (Vpx * (K p3x%2% (— [ xp3 — Tk peg teg ¥ Yoz k¥ 2% (T3 k24 Y g % %2) —
Tk Pezit gk (Teanx 24y 2) %52/ 4) [ (K yzrx2xl3552) — Kok (M3 Y3 +T% pegt ¥ Yoz (T ez 3+ 2+
Yes¥%2)) [ (Kys*ls)+ Koz * (2% Lyyps + 25T % peg*teg ¥ Teg* Yeg ¥ (Tea %24 Yez % %2) ) [ (K yg 3% %2) +
Kog# (1ap3+T% peg el oz x Yoz %525 (Leg k24 eg ¥ %2) + Tk peg ¥t o3k (Teg k% 2+ Yoz xx2) %52 /4) [ (K y3 %
*2x03)+ (Mp3*xTp3 +T* peg*tea*x Tz (Teg ¥ %2+ Y3 kx2)) /I3 — (Typ3+T# pezkteg ¥ T3k %2k (T g% %2+
Yes¥%2) F 1% peg ¥t gk (og 52+ Y g 52) xx2 /4) /g 5%2— (Lyyp3 +T% prg ¥tz Log ¥ Yoz * (L og ¥ %2+ Yoz ¥
%2)) /(K y3xl3))+VEx * (Kpa* (—1ap — % pes etz k Yoz k k2% (Lo k%24 Yo % %2) — Tk pog ¥ teg ¥ (Teg
k24 Yoz kx2) k%2 /4) [ (Kyz %2 [3) + (Lyyps + % pesktez k TezkYes * (Tez k2 +y ez x%2) ) [ (K *l3) ) +
Vix s (Kp3#%2% (12p3+ 7% peg ke ¥ Yoz x5 2% (T o3 % %24 Yoz % %2) % Pog # Loz (T3 2+ Yoz % %2) %
%2/4) [ (K yg#x2xl355x2) — K g% (2 Lpyp3 + 25Tk Pyt o3 % Teg kYo ¥ (T ez k% 2+ Yoz #52) ) [ (K ygxlgx%2) +
M5+ P ¥t e (T s K4 24 Yo k5 2) — (255 + 2505 Pl o % (T 4% 2+ Y % 2) ) # (M % Tps % P
tes*Tes* (Tes 424+ Yes¥%2) ) [ (1% (Mps +T0% pos ¥t s (U5 3524+ Yes #52) ) )+ (Lops +T0% Pos ¥t s % T e %% 2%
(T esx K 24-Y o5 k% 2) FT0% Pkt o kYo k% 2% (T o 4k 24 Y o5 k% 2) Tk Pkt ok (Lo Kk 2+ Y s k%2 ) k%2 / 2) [ 15
k24 (Typ3 Tk Pyt o3k T oz k% 2% (L og k%24 Yoz x5 2) + Tk Pz kl o3k (Teg k%24 Yoz xk2) %2 /4) [ I3 %2) +
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Vax *((mps*Tps +70% pes b s ¥ Tos (L5 k% 24+ Y s ¥%2) ) /15— (Lps Tk o5t o5 % T o k% 2% (X o5 %k 2+ Y o5
%) 70k o5 kb es ¥ Yo ¥k 2% (T o5 %524 Yo k% 2) T % P Kt k (T os % %2+ Yo k% 2) k%2 /2) [ 15 % %2) + Vigy *
(=15 —T% et e * (T sk *24Yos %5 2) ) * (M5 % Yps + Tk Pos ¥t es ¥ Yes ¥ (Tes ¥%2+Yes ¥%2) ) / (15 % (mps +
Tk Pes b es * (Tes %% 2+Ye5%%2) ) ) )+ G x (Vo x % (—mps — Tk pegktea* (Tog %% 24y ey %%2) )k (Mpg ¥ Ypa +
Tk Pea*tea*Yea* (Teax ¥ 2+4Yea*%2)) [/ Ly (Mps+ Tk Peg kg (Teg %2+ Yea*%2) ) )+ Vpy * ((mpgkxps+
Tk Pea*tea* Teg* (Teg %524 Yoy %%2)) [y — (Lps+ Tk Pegkteq * Toq k¥ 25 (T gk k24 Yog $5%2) T % Pog oy %
Yea %% 2% (T og %k 2+ Yoy %% 2) T % Pog b os % (Tea % %24 Yog % %2) k%2 /2) [ 1% 52) + Vip x % (—1ps — T pes %
tes* (Tos %2 Yes *%2) ) % (M5 * Yos T % Pes * bes ¥ Yos % (Tes ¥ %2+ Yes % %2)) [ (15 % (15 + 7% pes ¥ ez *
(Tes ¥ 24Yes %%2) ) )+ Vpy * ((mps *Tp5 + 7% pes it os * Tes * (Tes %52+ Yes ¥52) ) [/ Is — (Lps + 7% pes ¥t s %
Tes k25 (L op %24 Yo %k 2) ATk Do K s K Yo Kk 2% (T o5 kK 24 Yo % 2) Tk P Kby % (T o kK 24 Yo %% 2)
%2/2) [155%x2) +Vigy % ((Lps +70% o5t o5k T op %k 25 (L o5k 24 Yo # %2 ) Tk P K o5 % Yo %k 25 (L o k% 2+
Yes % %2) F % Pkl os k(X5 k%24 Yor k% 2) %2/ 2) [ 55k 2 4 (L pg +T0% Pog ¥ teg ¥ Tog %% 25k (X oy kK24 Yoy ¥
*2) 7% Pea kb og % Yea %% 2k (T og %52+ Y g %% 2) T4 P ko (Tog %524+ Yog %%2) %2 /2) [14%%2) ) — Gy *
(Vox * (mpa* Tpa +7% peadtea ¥ Tea* (Tea* %24+ Yeax%2)) [lg— (Lpa T % peaxtoa* Toa k%25 (Teg %2+
Yea %k2) +T0% Doy Tog ¥ Yea k¥ 2% (T oy ¥ %2+ Yog % %2) +T0% Pog ¥ Tog ¥ (Tog % %2+ Yoy % %2) % %2 /2) /14 %2) +
Viy * (Mg % Ypa +70% Pea kb eg % Yea * (Teg % %24 Yoy x%2) ) /1y + Vi x s (M5 % Tps +T0% Pes kb es * T % (T es %
%24 Yes x%2)) [l5 — (Lps + Tk pes ks ¥ Top % k2% (X o5 %k 2+ Y5 k% 2) 70 % Do ¥ bk Yo ¥ 2% (T % %2+
Yes ¥ %2) +T0% Pos b os * (Tos k%24 Yoz %% 2) % %2 /2) [ 15 %%2) + Vipy * (M5 % Yps T % Pes ¥ Les ¥ Yes * (T o5 %
$24-1Yes ¥%2)) /s +Vax k ((Lops FT0% pes ¥t s % T % ¥ 2% (L0545 24 Yos $52) 0% Pos H o5 ¥ Yos ¥4 2% (T s *
k24 Yes %% 2) Tk Pos kLo ¥ (Tep ¥ %2+ Yos k% 2) %2/ 2) [ U5 %2+ (Lpa + 70k Pog ¥ teg ¥ Tog % 25 (X g %42+
Yea ¥ *2) FT0% Poakboa ¥ Yoa k% 2% (Toa ¥ %24 Yos k¥ 2) Tk Pog kg (Toa ¥ %2+ Yoy ¥%2) % %2 /2) /1, 4%2) ) ]])
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