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Resumen

Muchos de los modelos usados en ingenieria para describir fenémenos fisicos se encuentran en
términos de ecuaciones fraccionarias algebraicas y diferenciales tanto ordinarias como parciales.
Actualmente no tener métodos adecuados para resolver este tipo de ecuaciones obstaculiza el andlisis
en la investigacion.

El estudio de las derivadas fraccionarias aplicadas a este tipo de ecuaciones fraccionarias abre un
horizonte interesante, ya que el poder resolver estos sistemas de una manera cémoda, permitira
profundizar en el andlisis de los modelos con la capacidad incluso de variar pardametros y ver la
sensibilidad de la respuesta a estos cambios, facilitando el diseno de prototipos, la prediccién del
comportamiento de variables criticas, y la construccién de mejores dispositivos.

Una variable que no se considera en el desarrollo tecnoldgico es el impacto negativo que éste puede
presentar en la naturaleza. Consideramos que esa variable debe de estar siempre presente en el avance
tecnologico.

Se presenta una nueva definicién de derivada fraccionaria conforme y su aplicacién en funciones
clasicas, un nuevo método iterativo que permite la solucién de sistemas fraccionarios de n ecuaciones
con n variables, el cual fue aplicado en el diseno de un médulo termogenerador-foto-concentrador
hibrido del Dr. Pedro Rodrigo y en un modelo financiero de incertidumbre modelado a partir del
proceso de Wiener. Posteriormente, se muestra una nueva solucién de la ecuacién de calor de Fourier
por el método de diferencias finitas fraccionarias con el operador de Riemann-Liouville y la nueva
definicién de derivada conforme, finalizando con el trabajo de Brambila y Martinez en el modelado de
la presion de salida del petroleo con derivadas fraccionarias, dando mejores resultados que el andlisis
previo usado por la compania British Petroleum que provocé el desastre en el Golfo de México en
el ano 2010.



Summary

A lot of models used in engineering to describe physical phenomena are modeled using fractional

algebraic and ordinal or partial differential equations. A lack of adequate methods for solving this
kind of equations is blocking further analysis in research. The study of fractional derivatives applied
in such fractional equations opens a new and interesting horizon by enabling us to find the solutions
for these systems in more comfortable ways, allowing deeper model analysis, and even allowing for
sensitiveness response analysis due to parameter variation, thus easing prototype design, critical
variable behavior predictions and better device construction.
Negative impact in nature due to technological improvement is a variable that has been overlooked,
and that we believe must be always considered when doing new developments. A new definition for
fractional conformable derivative is introduced and applied to classical functions, a new iterative
method which allows finding the solution for n equations with n variable systems was applied in
the design of PhD. Pedro Rodrigo’s hybrid thermoelectric-concentrator photovoltaic module, and
a financial put and call model developed from a Winner process. Afterwards a new solution for
Fourier heat equation is presented using the finite difference method applying the Riemann-Liouville
fractional derivative definition and the new fractional conformable derivative definition proposed in
this work. Finally the work of Brambila and Martinez is presented in a differential pressure model
using fractional derivatives with better results than those used by British Petroleum that caused the
2010 disaster in Golfo de México.
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Contexto

La mayoria de los problemas en ingenieria son modelados en términos de ecuaciones o sistemas
de ecuaciones, las cuales es necesario resolver para poder analizar distintas respuestas ante distintas
entradas del sistema. Algunos de estos modelos utilizan derivadas enteras dejando espacio para
preguntarse, jqué pasaria si los exponentes de estas derivadas no fueran enteros sino fraccionarios?
i, Qué pasa con las soluciones de estas ecuaciones?

Los métodos numéricos tradicionales usados para encontrar las raices en sistemas de ecuaciones
utilizan el concepto de derivada entera. Se plantea la interrogante sobre su aplicacién con derivadas
de indice diferente al entero.

El célculo fraccionario tiene siglos de conocerse en sus conceptos y complejidad, desde Leibniz
en el ano 1695, el cual visualiza en la famosa carta que contesta a L’Hopital haciendo notar la gran
importancia en el futuro. Euler (1730), Legendre (1809), Laplace (1812), Lacroix (1819), Abel (1823),
Fourier (1822), Liouville (1832), Riemann (1892), Gerasimov (1948), Caputo (1969), Karci (2013),
y Mohhamad (2019) comentan sobre el tema. Se puede notar que este tema ha sido estudiado por
grandes mentes siendo la época de Caputo a la actualidad la de la aplicacién de esta herramienta en
varias areas del conocimiento. Los conceptos de derivada entera son de una comprension intuitiva y
l6gica en el mundo fisico, pensar que entre la posicién y(© y la velocidad y) existe un espacio de
soluciones aparentemente inexplicable que puede definir una derivada fraccionaria entre la posicién
y la velocidad que abren la puerta a la solucién de diversos problemas en ingenieria. El incremento
del uso de la derivada fraccionaria en diversas dreas del conocimiento ha sido exponencial en los
dltimos anos con el mayor ntimero de publicaciones en matemdticas, ingenieria, fisica, astronomia y
quimica.

El impacto ecolégico suele ser una variable despreciada en el desarrollo tecnolégico. Desde la
revolucién industrial, la ciencia ha suplido las bestias por maquinas, generando beneficios invaluables
desde el punto de vista econémico y de calidad de vida para la humanidad. Hasta hace unos anos
hemos podido percatarnos del costo ecoldgico real del progreso. Es importante crear conciencia
de las posibles consecuencias, frecuentemente ocultas, en la comunidad cientifica que desarrolla
tecnologia. Paraddjicamente, el cambio climatico estd haciendo retroceder la calidad de vida lograda.
Hay desastres naturales que son consecuencia del calentamiento global, otros por la contaminacién
del entorno natural, y, como en repetidas ocasiones en la historia de la humanidad, hubo llamadas
anunciando el desastre que no fueron tomadas en cuenta.

Hace mas de 10 anos, la Universidad Panamericana inauguré un programa de doctorado en inge-
nierfa disefiado por las tres sedes. El campus Aguascalientes propuso un nuevo programa aprobado
en el 2017 con REconocimiento de Validez Oficial de Estudios (RVOE) 20171659, teniendo entre
sus principales objetivos pertenecer al programa de excelencia de Consejo Nacional de Ciencia y
Tecnologia (CONACYT), en un periodo de cinco anos. Una cuestién innovadora del programa es el
enfoque interdisciplinario de la investigacién, donde las tesis pueden ser codirigidas, anadiendo lineas
de investigacién de otras areas del conocimiento a la central de la tesis, ampliando la visién. Cuen-
ta con lineas de investigaciéon muy bien definidas y acotadas, pertinentes, relevantes y de impacto
tecnoldgico en la sociedad, bajo la direccién de profesores investigadores que pertenecen al Sistema
Nacional de Investigadores (SNI). El programa cuenta con pardmetros de excelencia académica co-
mo el requisito de al menos una publicacién en revista indexada por la base de datos bibliografica
Scopus. Con este programa, se busca que los egresados del Doctorado en Ingenieria desarrollen su
capacidad de investigacién, aporten creando nueva tecnologia y enriquezcan el conocimiento que se
hereda a la sociedad.

Algunos de los trabajos destacados que anteceden y estan relacionados a esta investigacion son
las tesis doctorales de: Carlos Alberto Torres Martinez, “Aplicacién de esquemas numéricos con



funciones de base radial para la resolucién de ecuaciones diferenciales parciales fraccionarias” publi-
cada en agosto de 2020; Anthony Torres Hernandez “Solucién de sistemas algebraicos y diferenciales
mediante el desarrollo de métodos iterativos que involucran operadores de cédlculo fraccionario” que
se encuentra en proceso de revision.

Objetivos

Objetivo general

Desarrollar nuevos métodos de calculo matemético basados en derivadas fraccionarias y aplicarlos
para la solucién de problemas de ingenieria, con al menos una aplicaciéon en mejora medioambiental.

Objetivos especificos
= Revisar las aportaciones del Magisterio de los Papas a una ecologia integral.

= Recapitular el desastre petrolero del Golfo de México en el ano 2010 de la British Petroleum
junto con su impacto ecoldgico y cultural, asi como la tecnologia usada.

s Aplicar los métodos de cédlculo matemaético desarrollados, basados en derivadas fraccionarias,
con un enfoque a una aplicacién en la mejora medioambiental.

s Aplicar los métodos de cdlculo matematico desarrollados, basados en derivadas fraccionarias
con enfoque en una aplicacion con incertidumbre, ya que esta tesis se desarrollé en parte en el
contexto de la pandemia de COVID-19.

= Aplicar los métodos de cdlculo matema&tico desarrollados, basados en derivadas fraccionarias
en la ecuacién diferencial de caida libre con friccién con exponente fraccionario variable en el
tiempo.

= Aplicar los métodos de cédlculo matematico desarrollados, basados en derivadas fraccionarias
a la solucién de la ecuacion de flujo de calor de Fourier.

Estructura

El presente trabajo, Fcuaciones fraccionarias y sus aplicaciones. Aportes a una ecologia integral,
estd compuesto por cinco capitulos. La visién de la Universidad Panamericana de considerar dentro
de las tesis de ingenieria aportes importantes de otras areas del conocimiento nos parece una idea
innovadora y que completa la madurez de un investigador.

El primer capitulo, Aportes a una ecologia integmlﬂ reclama la necesidad, a las personas que
nos dedicamos al desarrollo tecnolégico, de una evaluacién que va méas alla de lo econémico y del
bienestar humano, hacia la importante consideracién de los impactos ecolégicos que las tecnologias
pueden causar a nuestro planeta. Aqui se repasa la cuestién ecoldgica en el Magisterio de los Papas
Juan XXIII, Pablo VI, Juan Pablo II, Benedicto XVI y Francisco, con un énfasis especial en la
enciclica de este ultimo 'Laudato S’ y el caso de las energias renovables. Por ultimo la cuestién de
la energia fésil interpretando los procesos de extraccion de esta industria en clave cultural.

ILas referencias bilbiograficas de este capitulo estdn hechas respetando el formato de citacién Chicago utilizado
ampliamente en las publicaciones de humanidades.
La bibliograffa de los capitulos segundo y posteriores tiene formato APA.
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En el segundo capitulo se presentan los antecedentes histéricos de las ecuaciones fraccionarias
enfocadas en el concepto de derivada fraccionaria. Se repasan las ideas de Euler, Lagrange, Laplace,
Lacroux, Riemann, Liouville, Heaviside y Caputo. Se analizan las propiedades de estas derivadas y
al final se propone una nueva definicién para la derivada fraccionaria conforme, la cual es una de las
aportaciones que se presentan en este trabajo.

Esta nueva definicién de derivada fraccionaria conforme, la cual hemos llamado operador dife-
rencial fraccionario Vega-Brambila, se presenta en el tercer capitulo, el cual acompanamos con las
graficas de las funciones clésicas derivadas variando el parametro a. Creemos que estos concep-
tos podran ser aplicados en futuras investigaciones. Este operador diferencial propuesto se aplica
en el método del punto fijo, en el caso particular de Newton-Raphson, y se propone como segunda
aportacién, extendiendo su alcance a la solucion de sistemas de ecuaciones no lineales multivariables.

En el cuarto capitulo se presentan aplicaciones de ingenieria en paneles solares como ejemplo
de desarrollos tecnoldgicos congruentes con el desarrollo de una ecologia integral. Este modelo,
desarrollado por el Dr. Pedro Rodrigo y su equipo de investigadores, lo vemos como el inicio de un
progreso tecnologico importante para el futuro. Por otra parte, se senala la descripcion general del
modelo de Pedro Rodrigo, el modelo matemaético no lineal multivariable, la solucién por el método
propuesto de Newton Raphson Fraccionario Conforme Multivariable (FNRCM) y dada la solucién
del modelo un andlisis sobre el desempeno de la tecnologia con base en las eficiencias.

Parte de esta tesis fue escrita durante la pandemia de COVID-19. En este tiempo los conceptos de
futuro y riesgo fueron rebasados por la ’incertidumbre’ de los escenarios futuros. Dentro del cuarto
capitulo, se presenta ademdas un modelo financiero en tiempos de incertidumbre basado en la teoria
de movimiento Browniano y modelado por el Dr. José de Jestis Brambila |Brambila Paz, 2011]
con los criterios de Tauer |Tauer, 2004] que termina por ser un modelo matemadtico fraccionario
multivariable. En su investigacién, Brambila propone un problema de inversiéon tecnoldgica en el
sector agro-industrial donde se necesita decidir si luego de un tiempo ¢ de la inversién inicial se
reinvierte o se deja el proyecto.

En el quinto capitulo se presenta como aportacién la solucién a la ecuacién fraccionaria de
flujo de Fourier de dos formas. La primera, con los conceptos de derivada fraccionaria de Riemann-
Liouville y la segunda, con el operador fraccionario Vega-Brambila propuesto en el tercer capitulo.
Ambas definiciones son aplicadas en el método de diferencias finitas que se resume en la tabla
Adicionalmente, se expone la solucién de un problema clasico de flujo de calor en una dimensién,
donde se aprecia que para o < 1 la transferencia de calor se alenta en el tiempo de manera exponencial
y el dominio en donde « tiene sentido para este problema.

Como segunda parte del quinto capitulo de este trabajo se presenta la investigacion de F. Bram-
bila y B. Martinez en la aplicacién de las derivadas fraccionarias en la industria petrolera. Con los
resultados obtenidos, se puede estimar la presion de salida en los pozos petroleros de mucho me-
jor manera permitiendo analizar la presién de salida que pudo haber evitado el desastre ecoldgico
causado en el Golfo de México en 2010.

Por tultimo, se exponen las conclusiones, futuras lineas de investigacién y publicaciones en el
marco de esta tesis.

Ir al Indice
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Capitulo 1

Aportes a una ecologia integral

1.1. Introduccidn

En los ultimos siglos, el hombre ha podido mejorar su calidad de vida de una manera acelereada
que no conoce comparacién. El progreso se pensaba como algo sin limites gracias a los avances en
la tecnologia y la ciencia. El tiempo parecia darles la razon e incluso hoy dia la afirmacién anterior
parece cierta a un primer vistazo del mundo. Sin embargo, mirando més detalladamente la situacién
actual, nos podemos dar cuenta que donde se pose la mirada se encuentran contradicciones a la
tesis del progreso ilimitado. La pobreza y los desastres naturales son consecuencias tangibles de un
progreso deshumanizado y egoista, que cuida muchas veces intereses personales.

Existen paises desarrollados que utilizan su avanzada posicién econdmica sobre otros, que para
mantenerla, trasladan industrias tecnolégicamente daninas a otros territorios que, por su situacién
de pobreza y/o corrupcién, no pueden negarse y aceptan el dafno.

Para este capitulo hemos escogido estudiar el pensamiento de personas que buscan el bienestar
de los pueblos y el bien comun sin intereses personales econémicos o politicos. Dado lo anterior,
presentamos la doctrina del Magisterio de los Papas, desde Juan XXIII, que predicaba un mensaje
adelantado a su tiempo (1958 - 1963), cuando no se dimensionaba el dano medioambiental futuro y
sus consecuencias.

Un capitulo que hable sobre estos temas enriquece una tesis de ingenieria porque los problemas
causados por el deterioro ambiental son provocados por hombres, que en muchos casos desarrollan
tecnologia sin tomar en cuenta la variable ecoldgica. Se estima que cerca de 81 mil millones de
toneladas de hielo de los polos se han derretido en los ultimos noventa anos, la selva del Amazonas
esta siendo talada con un ritmo acelerado, olas de calor, como por ejemplo la ocurrida en junio de
2021 con temperaturas de més de 47 °C en algunas ciudades incluso en Canada, desastres petroleros
en el mar. Los efectos del cambio climatico ya no pueden ser ignorados sino por el contrario, sean
tomados en cuenta para desarrollar tecnologia que contribuya a revertir el dano a la naturaleza o
que por lo menos no afecte.
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1.2.  La cuestién ecoldgica en el Magisterio de los Papas

Se considera que uno de los puntos de partida de la ecologia moderna es el bello libro de Rachel
Carson El; trece anos mas tarde se publicaba el primer Informe al Club de Roma EL cuyo contenido
fue solicitado al MIT, el cual agitaba todos los fantasmas malthusianos (lo que hoy conocemos como
Neomalthusianismo): superpoblacién, hambre, epidemias y la mayorfa de la humanidad sumida en
la miseria. Es importante conocer el contenido de estos textos para comprender la naturaleza, el
sentido y la direccion del Magisterio de los Papas, a partir de los cuales se profundizaron los propios
enfoques, respecto de las primeras referencias a esta problematica, en la Carta enciclica Mater et
Magistra de Juan XXIII, publicada en 1961.

Empecemos por el libro de Rachel Carson. Su obra tiene el inmenso valor de denunciar el efecto
de los plaguicidas sobre la vida en el campo y sobre la vida en la ciudad: los hidrocarburos clorados
como el DDT (dicloro-difenil-tricloroetano), causan un dafio profundo y permanente por su capacidad
de persistir en la tierra y en el agua, aniquilando insectos, vegetales y mamiferos, comprometiendo
también seriamente la salud de los seres humanos. En los anos en que parecia que la radiacién atémica
podia acabar mas o menos suibitamente con la humanidad, Carson senalé a los pesticidas como mas
peligrosos que la radiaciéon: “We spray our elms and the following springs are silent of robin song,
not because we sprayed the robins directly but because the poison traveled, step by step, through
the now familiar elm leaf-earthworm-robin cycle” ﬂ El rociado de los pesticidas no mata al petirrojo
directamente, sino que el veneno asciende desde las raices hasta las hojas completando el ciclo hoja
de olmo-gusano-petirrojo. Casi sesenta anos después, la vision completa y certera de la autora no
debe parece simplemente obvia, pues puso en evidencia una de las tantas contradicciones de nuestra
cultura: la desconexién entre la naturaleza y el ser humano, es decir, un paisaje y una vida para nadie.
Especialmente aleccionador se presenta el capitulo introductorio “A Fable for Tomorrow”; se trata
de un texto de buena literatura pastoril, que relata como una tierra de ensueno ha sido arrasada,
por propia decisién de gobierno, mediante el uso de pesticidas. En Primavera silenciosa sostiene de
manera convincente el papel destructivo del hombre mediante el uso de pesticidas, equiparandolo a
la letalidad de una lluvia radioactiva; sus criticas no solo fueron dirigidas a la industria quimica, sino
también al gobierno por querer mantener un verde escualido, sin vida, pero apto para desarrollos
inmobiliarios que requerian alfombras de pasto sin maleza; no quedaron fuera de sus criticas los
habitantes de los suburbios que luchaban por mantener un jardin ajeno a los cambios climético&ﬂ .
Rachel Carson ocupa, sin lugar a duda, un papel importante en la denuncia del uso indiscriminado
de agroquimicos y también por introducir, gracias a su creatividad literaria, la ecologia en la cultura
popular norteamericana.

Asi como Rachel Carson expresé una lucha desinteresada por la supervivencia de una naturaleza
“en estado natural”, es decir, sujeta a cambios y variaciones, pero sostenida todavia en el trasfondo
cultural del romanticismo, que conlleva la conviccion de la auto-regeneracién de la naturaleza; el
enfoque naturalista propicia un impulso a la ecologia que busca armonizar una relacién compleja
entre civilizacién y naturaleza, por lo menos en los ultimos doscientos cincuenta anos. Diez anos
mas tarde de Primavera Silenciosa, es decir, 1972, la ecologia ha pasado de la denuncia valiente de
Carson a constituirse en una herramienta en la construccién de poder a escala global. ;Qué sucedio

1Carson, R.L. (1962) Silent spring. Boston: Houghton Mifflin Company.

2Meadows, D. et al. (1972), The Limits to a Growth. A Report for the Club of Rome’s Project on the Predicament of
Mankind. New York: Universe Books. La traduccién espafiola es poco posterior: Los limites del crecimiento. Informe al Club
de Roma sobre el predicamento de la humanidad. México: Fondo de Cultura Econémica, 1975.

3Carson, R. L. (1962). Silent spring, p. 186.

4Hecht, R. (2019). “Rachel Carson y su ataque a la verdolatria”. ARQ n° 103 (Online), pp. 50-63.
http://dx.doi.org/10.4067/S0717-69962019000300050. Pimentel, D. (2012). “Silent Spring, the 50th anniversary of Rachel
Carson’s Book”, BMC Ecology 12.1: 20. WEB. DOI: 10.1186/1472-6785-12-20 Demarco, P. M. (2017). “Rachel Carson’s
environmental ethic — a guide for global systems decision making”, Journal of Cleaner Production, Vol. 140, pp. 127-133.
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entre 1962 y 19727 En principio, un fuerte arraigo académico de las posturas Neo-malthusianas; en
1798, Thomas Robert Malthus, ministro anglicano, public6, de manera anénima, el célebre Ensayo
sobre el principio de la poblacién y sus efectos futuros sobre el progreso de la sociedad; en este
texto sostiene la teoria que lo hizo famoso: mientras la poblacién crece en progresién geométrica, los
recursos para sostener ese crecimiento aumentan aritméticamente. Tuvo una fuerte influencia sobre
Darwin y su concepto de “seleccién natural”, lo que derivé en planteos eugenésicos E esta lectura
que Darwin hizo de Malthus dio lugar a lo que conocemos como Neo-malthusianismo (argumentos
en favor de la explotacién de los trabajadores, de los paises desarrollados sobre los que estan en
vias de desarrollo y, de manera mds encubierta, las guerras colonialistas). El Neo-malthusianismo
centra todos los males en la sobrepoblacién y propone, para su solucion, el control de la natalidad
(anticoncepcién, aborto y esterilizacién); al mismo tiempo, esta stiper abundancia de poblacién lleva
a la necesidad de concentrar los esfuerzos en optimizar el aprovechamiento de los recursos naturales
ﬂ . El Magisterio papal polemiza especificamente con esta postura; en ella, el tema del control de la
natalidad es el primer punto de una larga disputa sobre la relacién entre poblacién, bienes, derechos
humanos y justicia en el usufructo de los bienes comunes. Por esta razén, la disputa sobre el control
de la natalidad no sera tratada en este capitulo, pero estard sobreentendida en el parecer de la
Doctrina sobre ecologia y los abusos de los paises industrializados.

1.2.1. Juan XXIll y la enciclica Mater et Magistra (1963)[]

La primera menciéon propiamente ecoldgica gira sobre el gozne de la cuestién del crecimiento
demografico y la hallamos en la presente enciclica; el propésito de la enciclica es claro: al mismo
tiempo que la Iglesia asume la misién de santificar las almas y hacerlas participes de los bienes
sobrenaturales, en consonancia con esto, también se preocupa por las necesidades diarias de los
hombres, las que afectan al decoro del sustento, sin exceptuar bien alguno. La Iglesia sigue asi el
mandato de Cristo, quien si bien se preocup6 por la salvacién eterna del hombre (“Yo soy el camino,
la verdad y vida”, Jn. 14, 6), también se conmovié ante la multitud hambrienta: “Siento compasién
de esta muchedumbre” (Mec. 8, 2), dejando claro que no era insensible a las necesidades materiales
de la gente. “El Redentor manifest6 este cuidado no solo con palabras, sino con hechos, y asi, para
calmar el hambre de las multitudes, multiplicé méds de una vez el pan milagrosamente” (3-4). Desde
esta perspectiva, la enciclica dedica los paragrafos 185-199 a la cuestiéon demogréfica y ecolégica. Bajo
el titulo “Incremento demografico y desarrollo econémico”, se despliega la siguiente argumentacién:
ante el problema de como coordinar los sistemas econémicos y los medios de subsistencia con el
incremento de la poblaciéon humana, a nivel planetario, se han desarrollado cédlculos estadisticos que
predicen un crecimiento exponencial de la poblacién, en tanto que la economia no creceré lo suficiente
como para cubrir sus necesidades y luego la soluciéon neomalthusiana: reducir los nacimientos entre
los mas desfavorecidos econémicamente E| . Es decir que, desde la perspectiva de la enciclica, las
previsiones catastréficas para fines del siglo XX no eran sustentables por dos razones: a) el don de

5Rouco Yénez, A. — Martinez Teruel, A. Economia agraria. Murcia: Servicio de Publicaciones de la Universidad de Murcia,
2002, pp. 213-214.

6 Cavieres Figueroa, E. - Chdvez Zuniga, P. (2014) “;Neomalthusianismo o falta de desarrollo social? A propésito de
poblacién y oportunidades en Arica en las dltimas décadas”. Didlogo Andino, N© 45, pp. 119-129. En este articulo, se hace
un depurado anélisis del caso puntual de la regién de Arica (norte de Chile) y demuestra que, en la actualidad, el problema
no consiste en una superpoblacién que pueda terminar con los recursos alimenticios, sino mas bien en los danos que podrian
llegar a provocar la aplicacién de una 6ptica antinatalista en dicha regién. Sin duda, los indices de natalidad se encuentran
en un descenso continuo, sobre todo en aquellas regiones que se encuentran en una transicién demografica avanzada y en una
disminucién de la natalidad que no permite el recambio generacional. El estado juega un papel importante en el proceso,
pues estd enfocando en “educar” a la opinién publica en el sentido que el crecimiento de la poblacién es una amenaza para
mantener el equilibrio medioambiental.

7 Juan XXIII (1963), Mater et Magistra. Sobre el creciente desarrollo de la cuestién social a la luz de la doctrina cristiana;
available in http://www.vatican.va/content/john-xxiii/es/encyclicals/documents/hf_j-xxiii_enc_15051961_mater.html

8 Juan XXIII (1963), Mater et Magistra, nn°® 185-187.
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que la naturaleza sea practicamente inagotable y b) el don de la inteligencia que Dios ha dado al
hombre permite vislumbrar nuevos instrumentos para obtener més y mejores recursos naturales. Los
progresos alcanzados a principios de los sesenta alimentan la esperanza en el porvenir:

“... la solucién clara de este problema no ha de buscarse fuera del orden moral establecido por
Dios, violando la procreacion de la propia vida humana, sino que, por el contrario, debe procurar
el hombre, con toda clase de procedimientos técnicos y cientificos, el conocimiento profundo y el
dominio creciente de las energias de la naturaleza”EI .

En consonancia, la solucién al problema no puede ser otro que un desarrollo econémico sostenido
que aumente la disposiciéon de bienes para los individuos y su disponibilidad equitativa; se insiste
en estos paragrafos en la idea fuerza de “colaboraciéon mutua” de la comunidad internacional, en
términos de conocimientos, capitales y personas, especialmente respecto de los paises més pobres
€1 recursos H En este punto amonesta con vigor sobre los entonces incipientes (en cuanto a los
resultados préacticos) estudios de genética humanaE Ignorar la dignidad humana conlleva un doble
empobrecimiento: uno que podemos considerar en clave teoldgica, pues el desconocimiento de la
accion de Dios concluye en menoscabo del propio hombre y otro, que podemos considerar en clave
socioeconémica, pues las deficiencias educativas y la reduccién de la poblacion debilitan las energias
del pais que lleva adelante tales poh’ticas@ A raiz de la reflexion general sobre politicas de poblacion,
la enciclica ingresa directamente en temas medioambientales, dado que estdan intimamente ligados
entre si; a manera introductoria recuerda los dos mandatos del Creador en el Génesis: a) propagar la
vida (1, 28) y b) dominar la naturaleza (1, 28). Las especificaciones al punto b) atafien directamente
a nuestro tema: dominio no significa destruir los bienes naturales, sino satisfacer las necesidades de
la vida humana. Sin embargo, la légica de la técnica va por un camino contrario, pues la miseria
en la que estan sumidos algunos lugares hace pensar en la extinciéon de la raza humana; al mismo
tiempo, la ciencia y la tecnologia han abierto caminos impensados hasta hace poco tiempo, pero son
estos mismos instrumentos, devenidos propiamente en dominio, los que exacerban las debilidades de
aquella parte de la humanidad méas empobrecida. Hay suficientes bienes para toda la humanidad, a
condicion de que los bienes sean usufructuados con justicia E

1.2.2. Pablo VI y el discurso por el vigésimo quinto aniversario de la FAO (16 de no-
viembre de 1970)]

Se trata de la primera advertencia tajante sobre los perjuicios de un ritmo de crecimiento orde-
nado al consumismo y no a las necesidades del decoro de la persona y habla de la “muerte biol6gica”
en un futuro cercano si no se revierte la tendencia. A partir de una cita biblica, “el desierto volverd a
florecer” E el Papa celebra los logros de los anos de la segunda posguerra, en buena parte atribuibles
a la FAO: mejora en la fertilidad de los suelos, regulacién de los sistemas de riego, la parcelacién
de los terrenos o parcelas que se siembran alternativamente, la mejora genética de vegetales y la in-
troduccion sistematica de cereales de alto rendimiento. Inmediatamente sigue la voz de una alarma

9 Juan XXIII (1963), Mater et Magistra, n°® 189.

10 Juan XXIII (1963), Mater et Magistra, nn® 190-191.

11 ypan XXIII (1963), Mater et Magistra, n° 193: “Nadie, pues, puede licitamente usar en esta materia los medidos o
procedimientos que es licito emplear en la genética de las plantas o de los animales”.

12 Juan XXIII (1963), Mater et Magistra, n° 194.

13 Juan XXIII (1963), Mater et Magistra, n° 199.

4Ppablo VI, Discurso en el 25° aniversario de la FAO available in http://w2.vatican.va/content/paul-
vi/es/speeches/1970/documents/hf_p-vi_spe_19701116 _xxv-istituzione-fao.html El documento no se encuentra paginado,
raziﬁ; por la cual haremos las referencias que siguen del siguiente modo: Pablo VI, Discurso en el 25° aniversario de la FAO.

Is. 35, 1.
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profunda: las transformaciones técnicas que se han considerado de manera positiva, sin embargo han
sido implementadas en un lapso de tiempo muy breve, lo cual repercute de manera negativa sobre
el equilibrio medioambiental, hasta el punto de que la civilizacién industrial nos ha conducido al
riesgo de una catéastrofe ecoldgica, que conducird a la ya mencionada “muerte biolégica”: la polucion
ambiental, es decir, la degradacién del agua potable, contaminacién del agua dulce y de los mares,
alcanzaba hace ya cincuenta anos niveles alarmantes, que requerian medidas urgentes. En este texto
y en este estado de alarma, encontramos la primera referencia, en clave ecoldgica, de la interconexion
del conjunto de la naturaleza, en tanto que del cambio de comportamiento depende la supervivencia
de la humanidad. El mundo dividido entre los intentos de hegemonia de la entonces URSS y EEUU,
la Guerra Fria, habia puesto al mundo al borde de una guerra nuclear (recordemos que aun estaba
fresca la llamada “Crisis de los misiles” o instalacién de misiles rusos en Cuba, en octubre del 1962)
y, por ello, el llamado de Pablo VI a la sensatez: “El prodigioso dominio progresivo de la vida ve-
getal, animal, humana, el descubrimiento de los secretos mismos de la materia, ;jterminaran en la
antimateria y en la explosién de la muerte?”[}

La prospectiva del siglo XXI es la de un mundo interdependiente y, por ello, su supervivencia
dependerd de su capacidad de obrar de manera solidaria: “obrar juntos para edificar el futuro comin
de la humanidad” E Y con una visién realista de lo que serd el siglo XXI, el Papa advierte que
el poder debera usarse para repartir pan a todos y no para disminuir el nimero de comensales,
mediante la reduccién de la natalidad en los paises menos favorecidos o “en vias de desarrollo”,
segun la terminologia de la época. La actitud permanente del Magisterio puede quedar expresada
con esta cita:

“La Iglesia por su parte invita al progreso cientifico y técnico en todo el campo de la actividad
humana, pero reivindicando siempre el respeto de los derechos inviolables de la persona humana,
cuyos garantes son en primer término los poderes publicos. Firmemente opuesta a un control de los
nacimientos que, segun la justa expresién de nuestro venerado predecesor, el Papa Juan XXIII, se
llevaria a cabo por métodos y medios indignos del hombre, la Iglesia hace un llamamiento a todos
los responsables para que obren con audacia y generosidad por un desarrollo integral y solidario, el
cual entre otros efectos favorecera, sin ninguna duda, una dominacién razonable de la natalidad por
parte de las parejas humanas que habran sido capaces de asumir libremente su destino” @

1.2.3.  Conferencia de las Naciones Unidas sobre el Medio Ambiente (Vaticano, 1972)@

Dos anos més tarde, Pablo VI vuelve sobre el tema de la ecologia en un foro internacional. El
medio ambiente es calificado como “un bien necesario para todos”, en cuanto conciencia creciente
de la unidad persona y medio ambiente, y de la perfecciéon que el primero deberia ejercer sobre lo
segundo. Como este movimiento de perfeccién, en cuanto tal, estd ausente, o peor sustituido por
una brutal biisqueda de progreso material, que se encuentra librado a sus mecanismos intrinsecos de
poder, con total ausencia de respeto por la bidsfera. Ya en aquel momento (1972), la interdependencia
politica y econdémica de todos los paises entre si ponia en riego el planeta, desde el momento que
unos pocos, y de manera irresponsable, producian un grave deterioro ambiental. “El hombre, ademss,
sabe con certeza que el progreso cientifico y técnico, pese a sus aspectos prometedores con miras a la

16pablo VI, Discurso en el 25° aniversario de la FAO.

17Populorum Progressio n. 43 (1967) en Pablo VI, Discurso en el 25° aniversario de la FAO.

18pablo VI, Discurso en el 25° aniversario de la FAO.

1gMensaje de su Santidad Pablo VI a la conferencia de las Naciones Unidas sobre el Medio Ambiente, 1 de junio de
1972; available in http://www.vatican.va/content/paul-vi/es/messages/pont-messages/documents/hf_p-vi_mess_19720605_-
conferenza-ambiente.html El documento no se encuentra paginado, razén por la cual haremos las referencias que siguen
del siguiente modo: Pablo VI, Conferencia de las Naciones Unidas sobre el Medio Ambiente.
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promocién de todos los pueblos, lleva en si, como toda obra humana, su fuerte carga de ambivalencia
para el bien y para el mal” m Aqui estan implicitas las tensiones producidas por la guerra fria, en
referencia a armamentos atémicos, quimicos y bacterioldgicos, ante los cuales la conciencia moral
no puede sentir mas que horror: la carrera armamentistica de aquellos anos afectaba de manera
actual y potencial el medio ambiente, fundamentalmente por el derroche de las reservas naturales
no renovables. En este documento se hace una afirmacién que serd un hilo conductor hasta los
documentos del actual Pontifice: “... no se afronta el problema del medio ambiente con las solas
medidas de orden técnico” E Para la doctrina social ha sido evidente, casi desde el principio del
tratamiento del tema ecoldgico, que una parte del problema es técnico (perfeccionar los métodos de
produccién sin perjudicar a la industria), lo fundamental, por el contrario, recae en una toma de
conciencia, en un cambio radical de mentalidad. Un segundo elemento que se va a mantener en la
prédica de los Papas es la siguiente: la enorme cantidad de riquezas que producen estas industrias
quedan concentradas en pocas manos, con el marcado empobrecimiento de las masas y pauperizacion
del suelo. En este sentido, la figura de San Francisco de Asis es evocado como ejemplo: “;Cémo no
evocar aqui el ejemplo imborrable de san Francisco de Asis, y ¢cémo no mencionar las grandes
Ordenes contemplativas cristianas que ofrecen el testimonio de una armonia interior conseguida en
el cuadro de una comunién con los ritmos y con las leyes de la naturaleza” E El problema enraiza
en el corazéon humano que quiere apropiarse de un patrimonio de la humanidad, haciendo de este
patrimonio tierra de nadie. Revertir este problema significa acceder a la participaciéon equitativa de
los recursos actuales o potenciales del planeta; la realizacién integral del hombre se presenta como
el tema por excelencia para llegar al encuentro de un equilibrio ecoldgico: un justo equilibrio de
prosperidad entre los centros del mundo industrializado y su inmensa periferia.

1.2.4. Pablo VI, Carta Octogesima Adveniens (1972)

En la primera parte de la Carta Octogesima Adveniens @, Pablo VI plantea una serie de interro-
gantes sociales, como corresponde a un recordatorio y celebracién de la enciclica Rerum Novarum
(1891), que implican una puesta a punto y actualizacién de la “cuestién social”, ddndole al giro la
méxima extension. En primer término, la reflexion sobre una realidad que no es nueva, pero que se
ha consolidado definitivamente: la ciudad o conglomerado urbano, cuya poblacién ha alcanzado o
superado los diez millones de habitantes @, que por esta razén debe afrontar complejas situaciones
en materia de medio ambiente en general (agua potable, en especial), seguridad y transporte. Estas
ciudades desproporcionadas en todo sentido han visto surgir un nuevo proletariado, que, en realidad,
es poblacién marginal sumida en la miseria absoluta; esta realidad comparte geografia con clases
sociales ostentosas que despilfarran la riqueza que no producen:

“Se instalan (los nuevos desfavorecidos) en el centro de las ciudades que los ricos a veces aban-
donan; acampan en los suburbios, cinturén de miseria que lleva a asediar, mediante una protesta
silenciosa ann, el lujo demasiado estridente de las ciudades de consumo y del despilfarro. En lugar
de favorecer el encuentro fraternal y la ayuda mutua, la ciudad desarrolla las discriminaciones y
también las indiferencias; se presta a nuevas formas de explotacién y de dominio, de las que algunos,
especulando sobre las necesidades de los demaés, sacan provechos inadmisibles. Detras de las facha-
das, se esconden muchas miserias, ignoradas incluso por los vecinos mas cercanos; otras aparecen

20pablo VI, Conferencia de las Naciones Unidas sobre el Medio Ambiente.

21pablo VI, Conferencia de las Naciones Unidas sobre el Medio Ambiente.

22pablo VI, Conferencia de las Naciones Unidas sobre el Medio Ambiente.

23Pablo VI, Carta apostélica octogesima Adveniens (Vaticano, 14 de mayo de 1971) available in
http://w2.vatican.va/content/paul-vi/es/apost_letters/documents/hf_p-vi_apl_19710514_octogesima-adveniens.html

24Pablo VI, Carta apostdlica octogesima adveniens, n°® 8.
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alli donde la dignidad del hombre zozobra: la delincuencia, criminalidad, droga, erotismo” E

En este contexto, la Carta llama la atencién sobre la situacién de la mujer tantas veces postergada
y discriminada por su propia condicion: debe ser protegida “en el corazén del hogar y en el seno de
la sociedad, al mismo tiempo que reconocer su independencia en cuanto persona y la igualdad de sus
derechos a participar en la vida econémica, social, cultural y politica” E Llama la atencién también
sobre la discriminacion racial, a la que tacha de “injustificable” e “inadmisible” E y sobre la situacion
precaria de los extranjeros, “cuya condicién hace tanto més dificil, por su parte, toda reivindicacion
social, no obstante, su real participacién en el esfuerzo econémico del pais que les recibe” @ En
este contexto de la megaldpolis y todas las crisis que favorece y sobre las cuales se constituye, hay
una breve y contundente referencia al medio ambiente: la consecuencia de la actividad humana
descontrolada, hace sentir una transformacién que afecta negativamente el presente y compromete
gravemente el futuro, pues la degradacién de hoy (contaminacién y desechos téxicos), genera nuevas
enfermedades de un poder destructor dificil de calcular; en definitiva: “es el propio consorcio humano
el que la persona no domina ya, creando de esta manera para el manana un ambiente que podria
resultarle intolerable. Problema social de envergadura que incumbe a la familia humana toda entera”

1.2.5. Juan Pablo Il y la cuestién ecoldgica

En Juan Pablo II, la preocupacién ecoldgica estd presente desde el inicio de su pontificado y
va creciendo en importancia y ganando en precisién conceptual, a medida que éste se desarrolla.
En su primera enciclica, Redemptor hominis (4 de marzo de 1979) m presenta uno de los temas
centrales de su pontificado y en el que Karol Wojtyla llevaba trabajando muchos anos, desde la
época de su docencia universitaria: un estudio detenido de la condicién humana, cuya redencién
estaba intimamente ligada al reconocimiento de su dignidad intrinseca. En este contexto general, la
enciclica pone de manifiesto la importancia de transitar, la Iglesia y el mundo, un “nuevo Adviento”,
pues se acercaba el cambio de milenio: “También nosotros estamos, en cierto modo, en el tiempo
de un nuevo Adviento, que es tiempo de espera...” E En tanto se trata de una renovacién en la
Encarnacion, el Papa dedica el nicleo del mensaje a establecer, lo que aquella nos dice sobre Dios
y sobre nosotros mismos, es decir, la Paternidad de Dios (la profundidad insondable del amor de
Dios) y la grandeza y dignidad de la naturaleza humana. Si Dios es Amor (1 Jn 1, 48), significa que
ese amor es mayor que la debilidad, el pecado y la alienacién del hombre; no se trata, entonces, de
cualquier amor, sino de aquel que engendré y mantiene al mundo en su existencia y nos conduce a
la esencia del humanismo cristiano: el amor vivido en libertad y la libertad ordenada por la verdad
E El Papa plantea que son los propios logros de la humanidad los que la han puesto en riesgo.

“En esto parece consistir el capitulo principal del drama de la existencia humana contemporanea
en su dimensién mas amplia y universal. El hombre por tanto vive cada vez mas en el miedo.
Teme que sus productos, naturalmente no todos y no la mayor parte sino algunos y precisamente

25pablo VI, Carta apostdlica octogesima adveniens, n° 10 (ver referencias también en 11 - 12).

26pablo VI, Carta apostdlica octogesima adveniens, n°® 13.

27Pablo VI, Carta apostdlica octogesima adveniens, n° 16.

28pablo VI, Carta apostdlica octogesima adveniens, n° 17.

29pablo VI, Carta apostdlica octogesima adveniens, n°® 21.

30 Juan Pablo 11, Carta enciclica Redemptor hominis, http://www.vatican.va/content/john-paul-

ii/es/encyclicals/documents/hf_jp-ii_enc_04031979_redemptor-hominis.html
31 Juan Pablo II, Carta enciclica Redemptor hominis, n° 1.
32 Jyan Pablo II, Carta enciclica Redemptor hominis, n° 10. La denominacién, en este pasaje, es “humanismo auténtico”.
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los que contienen una parte especial de su genialidad y de su iniciativa, puedan ser dirigidos de
manera radical contra él mismo; teme que puedan convertirse en medios e instrumentos de una
autodestruccién inimaginable, frente a la cual todos los cataclismos y las catastrofes de la historia
que conocemos parecen palidecer” E[

En este sentido, pone en evidencia la gran cuestion de la modernidad: el quiebre entre las capa-
cidades materiales y el cardcter moral que considere su finalidad. Este desajuste, que se ha hecho
brutalmente presente durante el siglo XX, conlleva un cierto agotamiento y desesperanza acerca del
valor de la vida actual y porvenir. Sin embargo, Juan Pablo IT da una segunda lectura a esta reaccion
al descalabro del siglo XX: la promocién y defensa de los derechos humanos es la defensa contra los
totalitarismos de toda indole.

“El inmenso progreso, jamas conocido, que se ha verificado particularmente durante este nuestro
siglo, en el campo de dominacién del mundo por parte del hombre, ;no revela quiza el mismo, y por
lo demads en un grado jamds antes alcanzado, esa multiforme sumisién ‘a la vanidad’? Baste recordar
aqui algunos fenémenos como la amenaza de contaminaciéon del ambiente natural en los lugares de
rapida industrializacién, o también los conflictos armados que explotan y se repiten continuamente,
o las perspectivas de autodestruccién a través del uso de las armas atémicas: al hidrégeno, al neutrén
y similares, la falta de respeto a la vida de los no-nacidos” E

Se trata, en definitiva, de la discontinuidad entre el hacer de la técnica y la ponderacién del
actuar humano; ello genera una inquietud que no permite comprender los significados de la accion:
el duefio y custodio se transforma en explotador y destructor 7]

El 30 de diciembre de 1987, Juan Pablo II autorizé la publicacién de la Carta enciclica Sollicitudo
Rei Socialis @ Se trata de un texto de gran profundidad y complejidad: se cumplian 20 afios de la
enciclica Populorum progresio de Pablo VI, por lo que légicamente renueva y profundiza aquellos
temas: los problemas del desarrollo. Se presenta el andlisis de las dificultades de armamentismo,
terrorismo y el problema demografico actual, como una de las oposiciones entre norte y sur. En este
contexto, el Papa destaca también los aspectos positivos de esta realidad: la interdependencia de
los paises y de las personas, la preocupacion por la paz y la preocupacion por la salud ecoldgica del
planeta. Para la comprension del contexto, la enciclica pone el acento en que el siempre deseable
desarrollo no resulta sinénimo de progreso ilimitado, que suele delimitarse a lo econémico, es decir,
no puede consistir en el mero consumismo o experiencia llena de insatisfaccién que es propio de
los grupos mas privilegiados. En definitiva, el desarrollo auténtico ha de medirse por un parametro
interior, de naturaleza ético-religiosa, a la luz del Génesis y de los Evangelios. Por ello, alerta acerca
de lo que denomina “las estructuras de pecado”, poniendo el énfasis en dos: el deseo desmedido de
lucro y el hambre insaciable de poder en todo orden. El remedio que plantea para curar estos males, y
que retomara ampliando los significados el Papa Francisco, esta en la conversion de los corazones, con
el consiguiente florecimiento de la solidaridad entre los individuos y entre las naciones. El llamado de
la enciclica es acuciante y su vigencia dramatica: el empresario no puede ser indiferente y, menos atn,
rapaz ante los dramas de la marginacion y de la pobreza, porque es necesario entender cristianamente
los nexos entre desarrollo, solidaridad y liberacién, es decir, que se impone la necesidad de una
direccién empresarial mas humana.

Desde el punto de vista ecoldgico, la enciclica denuncia tres errores que considera graves: a)
supeditar los seres (animados e inanimados), a los intereses econémicos, que no duda en su des-

33 Jyan Pablo II, Carta enciclica Redemptor hominis, n°® 15.

34 Juan Pablo II, Carta enciclica Redemptor hominis, n° 8.

35 Juan Pablo II, Carta enciclica Redemptor hominis, n°® 15.

36Juan  Pablo II, Carta enciclica Sollicitudo Rei Socialis, http://www.vatican.va/content/john-paul-
ii/es/encyclicals/documents/hf_jp-ii_enc_30121987_sollicitudo-rei-socialis.html
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truccién por una nocién de progreso completamente espurio E; b) servirse de la naturaleza como si
sus recursos fueran inagotables, pues implica no tener en cuenta a las préximas generaciones @ c)
resulta inaceptable el modo que la contaminacién altera dramaticamente las condiciones de vida de
los llamados cinturones industriales B

Debemos esperar a 1990 para recibir el texto mas importante de Juan Pablo II sobre ecologia; se
trata del Mensaje para la XXIII Jornada Mundial de la Paz. Paz con Dios Creador, paz con toda la
creacion E En este mensaje, el Papa plantea los aspectos biblicos, que desarrolla lo que podemos
llamar el evangelio de la creacién, tal como lo va a retomar el Papa Francisco en la Laudato. La
mirada teoldgica sobre la creacién significa la relacion del ser humano con el mundo en términos
de compromiso y de custodia del medio ambiente. “Los cristianos, en particular, descubren que su
cometido dentro de la creacién, asi como sus deberes con la naturaleza y el Creador forman parte de
su fe. Ellos, por tanto, son conscientes del amplio campo de cooperacién ecuménica e interreligiosa
que se abre a sus ojos” E “Es necesario, entonces, tomar con decisién los compromisos que echan
rafces en nuestra conviccién religiosa” [2]

“En la Biblia, la fe en Dios creador interviene después de un progreso largo y espiritual del
pueblo elegido. Antes del reconocimiento de su Dios como el creador de toda cosa, Israel primero
experimenté con un Dios vivo que lo protege y lo mantiene salvo a través de acciones salvificas.
La reflexién sobre su fe en este Dios salvador, cuya potencia se despliega en los elementos de la
naturaleza, progresivamente lo condujo a darse cuenta de que su Dios es el solo creador y ordenador
del ambiente, y que crea cada vez que salva. En el relato patriarcal de la creacion, para mostrar que
la casa comun verdaderamente es una obra divina, Dios es presentado alli como el gran alfarero, el
que moldea el ser humano y el planeta (Gn 2,7-19). Y las imédgenes que all{ son empleadas nos sitiian
en el espacio y el tiempo, porque Dios crea a partir de una materia ya existente, la tierra.” @

Desde el punto de vista politico-econdémico, la solucién a los problemas ecoldgicos supera la
capacidad individual de los paises, por lo que debe plantearse mundialmente, sin que nadie escatime
responsabilidad:

“No solo deben aplicar las normas aprobadas junto con las autoridades de otros Estados, sino
favorecer también internamente un adecuado orden socioeconémico, atendiendo particularmente a
los sectores més vulnerables de la sociedad. Corresponde a cada Estado, en el ambito del propio te-
rritorio, la funcién de prevenir el deterioro de la atmdsfera y de la biosfera, controlando atentamente,
entre otras cosas, los efectos de los nuevos descubrimientos tecnoldgicos o cientificos, y ofreciendo
a los propios ciudadanos la garantia de no verse expuestos a agentes contaminantes o a residuos
téxicos” F4

37 Juan Pablo II, Carta enciclica Sollicitudo Rei Socialis, n® 34. “Al contrario, conviene tener en cuenta la naturaleza de
cada ser y su mutua conexién en un sistema ordenado, que es precisamente el cosmos”

38 Juan Pablo II, Carta enciclica Sollicitudo Rei Socialis, n° 34. “Usarlos como si fueran inagotables, con dominio absoluto,
pone seriamente en peligro su futura disponibilidad, no sélo para la generacién presente, sino sobre todo para las futuras”.

39 Jyan Pablo II, Carta enciclica Sollicitudo Rei Socialis, n° 34. “Todos sabemos que el resultado directo o indirecto de la
industrializacién es, cada vez més, la contaminacién del ambiente, con graves consecuencias para la salud de la poblacién”.

40 Jyan Pablo II, Mensaje para la XXIII Jornada Mundial de la Paz. Paz con Dios Creador, paz con toda la crea-
cién, http://www.vatican.va/content/john-paul-ii/es/messages/peace/documents/hf_jp-ii_mes_19891208_xxiii-world-day-for-
peace.html

41 Jyan Pablo II, Mensaje para la XXIII Jornada Mundial de la Paz... n°® 15.

42MASIA, Juan; Hacia un eco evangelio. El llamado ecolégico de los papas Benedicto y Francisco. Madrid: Herder,2015,
p, 295.

43LOUIS, Jean Gaby, El acto de la creacién de Dios como don y compromiso, Bogoté: Pontificia Universidad Javeriana,
2017 disponible en https://repository.javeriana.edu.co/bitstream/handle/10554/40300/ Trabajo %20de %20Grado.pdf?sequence=3&isAllowed

44 Jyan Pablo II, Mensaje para la XXIII Jornada Mundial de la Paz... n° 9.
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La voluntad de dar un tratamiento en profundidad de la cuestién ecolégica lleva a Juan Pablo 11
a presentar dos ideas, que seran la piedra angular de las futuras reflexiones de los siguientes Papas,
Benedicto XVI y Francisco: a) educar en la responsabilidad ecoldgica y b) la conversién ecoldgica
(esta idea fuerza serd el nicleo de Laudato); el fragmento es breve y significativo:

“Hay pues una urgente necesidad de educar en la responsabilidad ecolégica: responsabilidad con
nosotros mismos y con los demas, responsabilidad con el ambiente. Es una educacién que no puede
basarse simplemente en el sentimiento o en una veleidad indefinida. Su fin no debe ser ideolégico ni
politico, y su planteamiento no puede fundamentarse en el rechazo del mundo moderno o en el deseo
vago de un retorno al «paraiso perdido». La verdadera educacién de la responsabilidad conlleva una
conversién auténtica en la manera de pensar y en el comportamiento. A este respecto, las Iglesias
y las demads Instituciones religiosas, los Organismos gubernamentales, mas atin, todos los miembros
de la sociedad tienen un cometido preciso a desarrollar. La primera educadora, de todos modos, es
la familia, en la que el nifio aprende a respetar al préjimo y amar la naturaleza” E

En efecto, si la raiz del problema ecolégico es moral, su solucién radica en que cada uno revise a
fondo su estilo de vida: el consumismo es completamente indiferente a los danos que causa, pues la
situacion ecoldgica mide la crisies moral de la sociedad contemporénea; en ambos casos se trata de
ausencia de sentido.

““La austeridad, la templanza, la autodisciplina y el espiritu de sacrificio deben conformar la vida
de cada dia a fin de que la mayoria no tenga que sufrir las consecuencias negativas de la negligencia
de unos pocos”” [{]

Como es inherente a la Doctrina Social de la Iglesia, esta no es el espacio de propuestas técnicas
para solucionar el problema medioambiental ni de proponer un modelo social, pues expone una refle-
xion critica sobre las raices del problema y sobre sus consecuencias, es decir, interpela la conciencia
para hallar una nueva actitud frente al ambiente en el que vivimos y del que, consecuentemente,
formamos parte m

“El llamado a la conversiéon implica un cambio personal; sin duda, los problemas ambientales son
de tal calado que una decisién personal parece que no resuelve nada, pero a la vez se evidencia que
los cambios sociales vienen precedidos de dichas decisiones, de la suma de los cambios de quienes
formamos parte de ella, cada uno con su nivel de responsabilidad” @

En la enciclica Centesimus annus (1991) @ no hay novedades doctrinales respecto de este tema,
aunque se insiste en su gravedad acuciante.

“Es asimismo preocupante, junto con el problema del consumismo y estrictamente vinculado
con é€l, la cuestién ecoldgica. El hombre, impulsado por el deseo de tener y gozar, mas que de
ser y de crecer, consume de manera excesiva y desordenada los recursos de la tierra y su misma
vida. En la raiz de la insensata destruccién del ambiente natural hay un error antropolégico, por

45 Juan Pablo II, Mensaje para la XXIII Jornada Mundial de la Paz. .. n° 13. GONZALEZ-CARVAJAL SANTABARBARA,
Luis. “Laudato Si’ en el marco de la doctrina social de la iglesia”, Vol. 272 Nam. 1404, 2015, pp. 261-262.

46 Juan Pablo II, Mensaje para la XXIII Jornada Mundial de la Paz... n° 13. GURIDI, Roman. Ecoteologia: hacia un
nuevo estilo de vida, Santiago de Chile: Ediciones Universidad Santiago Hurtado, 2018.

4TCHUVIECO SALINERO, Emilio. “La ‘conversién ecolégica’ en la Laudato Si’ y en la tradicién cristiana”, La Albolafia:
Revista de Humanidades y Cultura, N° 10/1, 2017, pp. 29-30. BOFF, Leonardo; El cuidado esencial. Etica de lo humano
compasién por la tierra. Madrid: Trotta, 2002, p. 107.

48 CHUVIECO SALINERO, Emilio. “La ‘conversién ecolégica’ en la Laudato Si’ y en la tradicién cristiana”, p. 30.

49Juan  Pablo II, Carta enciclica Centesimus Annus, disponible en http://www.vatican.va/content/john-paul-
ii/es/encyclicals/documents/hf_jp-ii_enc_01051991 _centesimus-annus.html
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desgracia muy difundido en nuestro tiempo. El hombre, que descubre su capacidad de transformar
y, en cierto sentido, de «crear» el mundo con el propio trabajo, olvida que éste se desarrolla siempre
sobre la base de la primera y originaria donacién de las cosas por parte de Dios. Cree que puede
disponer arbitrariamente de la tierra, sometiéndola sin reservas a su voluntad como si ella no tuviese
una fisonomia propia y un destino anterior dados por Dios, y que el hombre puede desarrollar
ciertamente, pero que no debe traicionar. En vez de desempenar su papel de colaborador de Dios
en la obra de la creacién, el hombre suplanta a Dios y con ello provoca la rebelién de la naturaleza,
maés bien tiranizada que gobernada por él” m

1.2.6. La peculiaridad de Benedicto XVI en el tratamiento de la cuestién ecoldgica

Las ideas fundamentales de Juan Pablo II son recibidas y ampliadas, sin que encontremos en
este contexto nuevas expresiones doctrinales. Sin embargo, adquiere especial relevancia la fineza y
profundidad de su respuesta a la tesis del profesor de la Universidad de Los Angeles, Lynn Townsend
White, Jr., quien, en una conferencia en Washington, el 26 de diciembre de 1966, titulada Historical
Roots of Our Ecologic Crisiﬂ sostiene una tesis que se repitié desde entonces, pero sin agregar
nuevos elementos. Esta dice lo siguiente:

“la forma occidental de cristianismo es la religién més antropocéntrica (en Oriente, el zoroastris-
mo habrd cumplido un papel semejante, aunque menos marcado), pues Dios le ha legado al hombre
su superioridad sobre el conjunto de la naturaleza; a diferencias del paganismo, el cristianismo esta-
blecié una distancia entre hombre y naturaleza, insistiendo que el esfuerzo de dominio del hombre
expresaba la voluntad de Dios; una vez que fue desarraigado el animismo pagano de la cultura, se hi-
zo posible la explotacion de la naturaleza con total indiferencia hacia los sentimientos de los objetos
naturales, quienes en un principio habian protegido a la naturaleza de la accién del hombre, y luego
se esfumaron. El monopolio efectivo del hombre sobre el espiritu en este mundo fue confirmado y las
antiguas inhibiciones para explotar la naturaleza desaparecieron. En consecuencia, en el cristianismo
radicarfa el origen del conflicto entre hombre y naturaleza o ambiente, con sus efectos actuales de
contaminacién y depredacion de los recursos”@ White, en suma, propuso un retorno a los ideales
culturales del panteismo, porque permitia una defensa de la naturaleza.

El Papa Benedicto X VI trata el tema ecolégico en la enciclica Caritas in veritate (29 de junio de
2009), entre los pardgrafos 48 y 52 E y responde a esta pregunta en estos términos: “la naturaleza no
es Dios y por lo tanto no es un problema o “un tabu intocable”” E “ni debemos esperar la respuesta
de actitudes neopaganas o pantefstas”ﬁ. “Sin embargo, el cristiano nunca debe olvidar que, aunque
la naturaleza no es divina, es “el maravilloso resultado de la intervencion creadora de Dios” y, por lo
tanto, no tenemos derecho a “abusar de ella”” @ El tema del dominio no es un tema propiamente
cristiano, sino que surge de la poderosa transformacién histérica que llamamos Modernidad; la nota

50 Jyan Pablo II, Carta enciclica Centesimus Annus, N° 37. Este pasaje debe leerse a partir de Sollicitudo rei socialis,
34 y Mensaje para la Jornada Mundial de la Paz 1990, 147-156. VELA, Roberto; “Juan Pablo II y la cuestién ecolégica”,
Theologica Xaveriana, N° 145, 2003, pp. 81-96. RINCON ANDRADE, Mauricio. “Hacia una comprensién de la conversién
ecolégica”. Franciscanum 169, Vol. LX, 2018, pp. 311-337.

5lpye publicada, poco mds tarde, en forma de articulo en Science Vol. 155, Issue 3767, pp. 1203-1207. DOI: 10.1126/scien-
ce.155.3767.1203. El mismo texto se reimprimié en diversas oportunidades, por ejemplo: BARR, John (ed.), The Environ-
mental Handbook. London: Ballantine, 1971, pp, 3—16. WHITE, Jr., Lynn, Dynamo and Virgin Reconsidered: Essays in the
Dynamism of Western Culture, Cambridge, Mass.- London: MIT Press, 1968, pp. 75-94. Traduccién castellana: “Las raices
histéricas de nuestra crisis ecolégica”, Revista de Occidente N° 143-144, 1975, 150-164.

52fdem

53Disponible en http://www.vatican.va/content/benedict-xvi/es/encyclicals/documents/hf_ben-xvi_enc_20090629 _caritas-
in-veritate.html

54Benedicto XVI, Caritas in veritate, n°® 48.

55Benedicto XVI, Caritas in veritate, n° 48.

56Benedicto XVI, Caritas in veritate, n°® 48.
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més relevante es la pérdida o trastocamiento de sus bases religiosas que fundamentan la sociedad.
Ello implicé el reconocimiento de la autonomia del hombre y la mera funcién decorativa de Dios en
el defsmo.

“Insiste, en segundo lugar, sobre los limites que la finitud de nuestro planeta supone para el con-
sumo de la humanidad. La naturaleza es “un don de Dios para todos”, y el acaparamiento de sus
recursos por algunos Estados y grupos de poder entrana “una responsabilidad para con los pobres,
las generaciones futuras y toda la humanidad””ﬂ .

“La justicia no sélo exige a los acaparadores frenar su consumo siempre creciente de energia y otros
recursos, sino hacerlo decrecer” @ Desarrolla, por ultimo, la relacién existente entre la ecologia
medioambiental y la ecologia humana: “El libro de la naturaleza es uno e indivisible”@ y, por tanto,
“el modo en que el hombre trata el ambiente influye en la manera en que se trata a si mismo,
y viceversa. Esto exige que la sociedad actual revise seriamente su estilo de vida que, en muchas
partes del mundo, tiende al hedonismo y al consumismo, despreocupandose de los danos que de ello
se derivan”

1.2.7. El Papa Francisco y enciclica Laudato Si’; el caso de las energias renovables.

Desde el momento en que se hizo piblica (24 de mayo de 2015), la Carta enciclica Laudato Si’
generd un intenso debate en el conjunto de la sociedad, pues volvia a tratar la cuestion ecoldgica
o “Sobre el cuidado de la casa comin”, como senala su subtitulo. Si bien su tratamiento incardina
formalmente en la teologia moral, nosotros proponemos interpretar la situacién ecolégica presente, en
especial referida al petrdleo, y leer la enciclica, desde el punto de vista de una filosofia de la cultura;
la situacion ambiental ha tenido un seguimiento sostenido en la Doctrina Social, desde las referencias
del beato Papa Pablo VI, en la Carta Apostélica Octogesima adveniens (14 de mayo de 1971), donde
ya alertaba sobre los riesgos concretos que produciria a corto plazo la explotacion inconsiderada de
la naturaleza por parte del ser humano (n. 21). Recogiendo la preocupacién, pero confronténdola
con nuestro dramaético presente, el texto del Papa Francisco avanza en la fundamentacién de lo que
significa “la casa comun”, el analisis pormenorizado de nuestra realidad y una serie de propuestas
para superar el relativismo cultural que nos ha conducido a la “cultura del descarte”.

La enciclica Laudato Si’, desde sus primeros pardgrafos, recorre las reflexiones de sus predecesores
(Pablo VI, Juan Pablo II y Benedicto XVI), y la preocupacién cada vez més enfatica por la cuestién
ecoldgica; este recorrido pone de manifiesto las consecuencias por el obrar descontrolado del ser hu-
mano (n. 4), es decir, el reclamo de una transformacién radical de su conducta: conversién ecoldgica
y reconocimiento de que la naturaleza (en ella, el ser humano) es donacién de Dioslﬂ Juan Pablo IT
retoma estas directrices de Octogesima Adveniens y las profundiza en las enciclicas Sollicitudo rei
socialis y en Centesimus annus; en la primera, la cuestién ecoldgica esta articulada en tres goznes:
a) rechazo al uso desconsiderado de las distintas escalas de los seres vivientes; b) limitacién de los
recursos naturales; ¢) la caida de la calidad de vida como consecuencia de un determinado concepto

57TBenedicto XVI, Caritas in veritate, n° 48.

58Benedicto XVI, Caritas in veritate, n°® 49.

59Benedicto XVI, Caritas in veritate, n° 51. GONZALEZ-CARVAJAL SANTABARBARA, Luis. “Laudato Si’ en el marco
de la doctrina social de la iglesia”, pp. 261-265.

60Benedicto XVI, Caritas in veritate, n° 51.

61 Adem4s de la recién mencionada Carta del beato Pablo VI, debemos tener en cuenta su Discurso a la FAO en su 25
aniversario (16 de noviembre de 1970); San Juan Pablo II se ocupé de este tema en las Cartas enciclicas Sollicitudo rei socialis
(30 de diciembre de 1987), Redemptor Hominis (4 de marzo de 1979), en la Carta enciclica Centesimus annus (1 de mayo de
1991) y la Catequesis del 17 de enero de 2001, en L’Osservatore Romano, edicién en lengua espanola, 19 de enero de 2001,
p. 12, donde queda acuiiada la expresién “conversién ecolégica”. SS. Benedicto XVI amplié el acervo con las significativas
reflexiones que encontramos en Discurso al Cuerpo Diplomético acreditado ante la Santa Sede (8 de enero de 2007); Discurso
al clero de la Diécesis de Bolzano-Bressanone (6 de agosto de 2008); Carta enciclica Caritas in veritate (29 de junio de 2009)
y Discurso al Deutscher Bundestag, Berlin (22 de septiembre 2011). Todos ellos se encuentran ampliamente citados en la
Carta enciclica Laudato Si’, especialmente pp. 7-12.
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de desarrollo (n. 34). En la segunda, San Juan Pablo II reflexiona, por un lado, sobre el hombre
que, prisionero del deseo de tener y de gozar, banaliza la realidad de su propio ser, consumiendo
de manera desordenada; por otro, el abandono de su colaboracién en la obra de la creacién, lo que
lo lleva a colocarse en lugar de Dios y a desatar la rebelion de la naturaleza contra la impostura
del hombre (n. 37). No menos significativas resultan las reflexiones sobre el medio ambiente que
hallamos en Compendio de la doctrina social de la Iglesia, en el marco de “La responsabilidad de
todos por el bien comiin”; alli concretamente se dice (n. 166):

“Tales exigencias (emanadas del bien comin) atafen, ante todo, al compromiso por la paz, a la
correcta organizacién de los poderes del Estado, a un sélido ordenamiento juridico, a la salvaguardia
del ambiente, a la prestacion de los servicios esenciales para las personas, algunos de los cuales son,
al mismo tiempo, derechos del hombre: alimentacién, habitacién, trabajo, educaciéon y acceso a la
cultura, transporte, salud, libre circulaciéon de las informaciones y tutela de la libertad religiosa.
Sin olvidar la contribuciéon que cada Nacién tiene el deber de dar para establecer una verdadera
cooperacién internacional, en vistas del bien comin de la humanidad entera, teniendo en mente
también las futuras generaciones”.

Colocar la cuestiéon ambiental en el marco de las exigencias del bien comun significa que la
promocién integral de la persona no puede desligarse de la responsabilidad ecoldgica. En Caritas in
veritate (1-69), Benedicto X VI reflexiona sobre la responsabilidad del hombre, de los gobiernos y
de la Iglesia por la creacién, un don de Dios para todos, y la necesidad de profundizar una alianza
entre el ser humano y la naturaleza, que permita legar a las futuras generaciones un estado general
de cosas que les dé la posibilidad de habitarlas dignamente (esp. 48-51). El Papa Francisco expone
primero estas ideas en Evangelii gaudium (n.56), pero sélo en la enciclica que nos ocupa profundiza
la linea de pensamiento heredada (De Gregorio, 2016).

El llamado a una “ecologia integral” tiene un punto de referencia central: la crisis ambiental y
la crisis social son cara y ceca de la misma moneda, pues las personas que carecen gravemente de
recursos (aproximadamente un 10 % de la poblacién, es decir, setecientos treinta y seis millones de
personas), resultan las principales victimas de un modelo productivo que ha precipitado cambios
en el comportamiento climatico. La pobreza extrema refiere a personas que viven con menos de 1,
90 USA por dfa, que habitan mayormente en zonas rurales (trabajan en agricultura), que poseen
escasa o nula educacién formal y que, en su mayorfa, son menores de dieciocho anos (Banco Mundial
2018). Como el Papa reflexiona en la enciclica, los problemas actuales requieren siempre una mirada
de conjunto, es decir, que tenga una perspectiva global de la crisis, pues todo esta intimamente
relacionado (n. 95). No se trata, por lo tanto, de llevar adelante inicamente soluciones puntuales,
sino de desplegar una politica cultural o, con palabras de la enciclica, una ecologia cultural. Esta
nocién se encuentra en intima relacién con la vision consumista de la persona, que es el engranaje de
la economia globalizada; esta forma de economia busca ampliar infinitamente el mercado, por lo que
se propone homogeneizar las culturas, debilitando lo que es, en sentido propio, diversidad, mediante
técnicas de intervenciéon que necesariamente desatienden las problematicas locales: asi como la vida y
el mundo son dindmicos, el cuidado del mundo debe ser flexible (n. 145); por ello, la enciclica insiste
en incorporar la perspectiva de los derechos de las culturas en lo que llamamos “desarrollo”, pues
estos suponen un proceso histérico que se expresa en un ambito determinado. La sobreexplotacion
del medio ambiente y consecuentemente su degradacion puede acabar obviamente con los recursos
y con las capacidades de la sociedad que se nutrié de ese medio ambiente y que les dio, durante un
prolongado periodo, identidad, es decir, existencia y convivencia. “La desaparicién de una cultura
puede ser tanto o mas grave que la desaparicién de una especie animal o vegetal. La imposicién de un
estilo hegemoénico de vida ligado a un modo de produccién puede ser tan danina como la alteracion
de los ecosistemas”. (n 145)
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No se trata, entonces, de destruir y de volver a construir, pues hay un patrimonio cultural
que desaparece para siempre: la ecologia seria insuficiente si inicamente se ocupara de preservar el
medio ambiente, desatendiendo la diversidad cultural. En este sentido, lo que llamamos pasado es
solo una parte de la cuestion, pues lo central de una cultura es el modo dindmico en que convive una
sociedad en un determinado ambiente: la modificacién de uno de los componentes afecta al conjunto
(n. 146). No tener en cuenta estos espacios bio-espirituales es lo que la enciclica denomina “deuda
ecolégica”, que es producto de los desequilibrios comerciales; tales desequilibrios implican que los
paises pobres sobreexplotan sus recursos naturales para resultar mas rentables en favor de los paises
industrializados, produciendo una forma de contaminacién de alcances catastréficos: mercurio en la
minerfa del oro o diéxido de azufre en la del cobre (n. 51), desforestacién y excesiva explotacién
de cardimenes en aguas soberanas e internacionales. Este abismo entre paises ricos y pobres ha
llevado a los mas necesitados a reducir los estandares de seguridad industrial, para que las empresas
multinacionales puedan establecerse en estos paises que ademaés ofrecen mano de obra no calificada
y mucho mas barata; estas empresas salen del estricto &mbito juridico de sus paises de origen, con la
reduccién de costos que ello significa. ;Cudles son las consecuencias medioambientales? Reduccion
de la capa de ozono por emisién de clorofluorocarbonos (CFC), aumento de temperatura planetaria
mediante la emisién fundamentalmente de diéxido de carbono, metano y 6xido nitroso.

La explotacién de los recursos naturales a niveles insostenibles, debido al consumo actual (nn.
40-41), se pone de manifiesto en los cambios ponderables desde 1970 a la fecha: pérdida de eco-
sistemas de agua dulce (rfos, lagos y manglares particularmente), y de agua salada, reduccién de
la superficie de bosques; en el mismo lapso, el consumo de energfa ha aumentado un 70 %. Como
escribe Magdalena Czarnecka (2013, 186), se trata de sistemas complejos e impredecibles y la incapa-
cidad de incluir todos los procesos ecologicos en el marco de la teoria newtoniana ha abierto nuevas
expectativas tedricas de comprensién que no excluyen la perspectiva creacionista. Esta situacion,
sin embargo, tiene una geografia bastante especifica, pues la padecen de manera desproporcionada
regiones especificas; resultan muy significativas las tres referencias que hallamos en la enciclica Lau-
dato Si’ sobre el continente africano: a) por la alarmante carencia de agua potable y limpia, que
sobrelleva la mayoria de la poblacién (n. 29); por ser la geografia més castigada por el calentamiento
global en forma de sequias (n. 51) y ¢) por la actividad contaminante de los paises més desarrollados
que exportan a pafses africanos residuos sélidos y liquidos de alta toxicidad (n. 51); en cuanto a lo
anterior, la enciclica suma su consideracién acerca de como afectan estas situaciones las soberanias
nacionales (n. 38 y especialmente n. 137; Zampetti 1993, 142), pues la normativa sobre economia
y empleo y la legislacion sobre el cuidado del ambiente se ven como barreras a las posibilidades
comerciales.

Una manera de desviar la mirada del centro del problema es considerar que la causa de todo es
la superpoblacién (n. 50); en realidad se pretende legitimar un modelo de distribucién de la riqueza,
“donde una minoria se cree con el derecho de consumir en una proporcion que seria imposible
generalizar, porque el planeta no podria ni siquiera contener los residuos de semejante consumo” (n.
50).

Es importante senalar una afirmacién de la enciclica, segin la cual “la existencia humana se
basa en tres relaciones estrechamente ligadas: con Dios, con el préjimo y con la tierra” (n. 66);
desde esta perspectiva, se pone bajo andlisis la “crisis ambiental”, en tres sentidos que confluyen: el
equilibrio se debe recuperar interiormente (cada uno consigo mismo), en términos de solidaridad con
la humanidad y la naturaleza y, por dltimo, espiritualmente con Dios (n. 210). Este es el niicleo de la
visién ecoldgica de cufio cristiano: el misterio de la creacion, que Dios ha revelado progresivamente
a Israel como el primer paso de la concrecion de la Alianza, expresa su amor todopoderoso. De aqui
surge la verdad fundamental que la Biblia ensena: Dios crea unicamente debido a su amor y a su
bondad (Auer 1984; Portoghesi 2014; Scheid 2016). La fe en la creacién estd presente en el texto
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de la enciclica en dos niveles: a) el ser humano recibe el don de la creacién en herencia; b) creacién
significa “creacién de un orden” (Chirico 2014, 244- 248). La conjuncién de ambos puntos lleva a
una idea central de la ecologia en clave cristiana: si el concepto de naturaleza pertenece al ambito
inmanente de la cosa en si, creacién supone considerar el amor de Dios en su conjunto (orden) y en
cada cosa, en cada elemento (recordemos la cita en L.S., n° 77, del Libro de la Sabiduria 11. 24, en
que pone de manifiesto del amor de Dios por cada creatura). Desde esta perspectiva se resignifica la
naturaleza: no solo manifiesta a Dios, sino que también es d&mbito de su presencia. Que el ser humano
sea el destinatario principal del don de la creacién implica responsabilidades: agradecer mediante
la plegaria y la contemplacién y compartir con el resto del género humano lo que se ha recibido
gratuitamente (n. 72-73; Gaudium et Spes n. 59; Revol 2018, 412).

La enciclica Laudato Si’ presenta todos los puntos anteriores y los concentra en la cuestién
social: Dios ha establecido, por mediacién del hombre, una ordenacién general de los bienes (n. 93);
partiendo de la enciclica Pacem in Terris de Juan XXIII, especialmente de su introducciéon “El orden
del universo”, el Papa Francisco afirma la magnificencia del universo, en el cual nada es superfluo, es
decir, cada cosa tiene un valor en si (n. 33 y nn. 84-85); hace propia esta lectura y la enriquece en un
punto sustancial: la necesidad de valorar cada cosa en si se interpreta desde la variedad, es decir, de
c¢émo son las cosas en sus verdades relacionales. En las huellas de Santo Tomés, la enciclica que nos
ocupa considera que la multiplicidad es el modo en que la bondad de Dios suple lo que pueda faltar
a una cosa (n.86). La creacién, entonces, es el modo en que Dios da a la relacién todo su alcance
(Scola 2015; Foglizzo 2015). Este es el sustento teolgico de los ecosistemas: si cada cosa es buena en
si misma por ser obra de Dios, esto naturalmente se traslada al conjunto arménico que se da en un
espacio determinado, al que llamamos “ecosistema”, y del que depende nuestra existencia (n. 140).

1.3. La cuestién de la energia fésil

El consumo de combustibles fésiles trae a la sociedad una serie de problemas graves: calenta-
miento global, crisis ambientales generalizadas, aunque, al mismo tiempo, posibilita un crecimiento
inusitadamente sostenido. El control de los suministros de petréleo o su distribucién o produccién
crea y sostiene conflictos armados, tensiones étnicas y terrorismo. Por otro lado, si se diera una
imposibilidad m&ds o menos prolongada de mantener la produccién de petréleo, ello significaria la
destruccién de los sistemas econémicos y politicos que hoy conocemos (tema recurrente de la ficcién
literaria y cinematografica del llamado “género post-apocaliptico”, pero que hoy ocupa nuestro dia a
dia con el nombre inquietante de “pandemia”). Las crisis vividas desde 1973 en adelante han llevado
a una conciencia generalizada de cuan esencial se ha vuelto el petréleo para todos los aspectos de la
vida humana, desde la agricultura hasta la industria farmacéutica, transporte y bienes de consumo
en general; la vida cotidiana esta determinada por el petrdleo y, por ello, las amenazas a mantener
su flujo constante hacen de la economia global un castillo de naipes que tambalea (Buell 2014, 273-
274). Si bien esté clara la determinacién de los combustibles f6siles en el sustento de la energia que
requiere el desarrollo material de la cultura, en que se sostienen sus aspectos simbdlicos, debemos
volver sobre un aspecto basico: la relacién entre contaminacion del planeta y cultura.

Aunque no resulta posible atribuir una causa especifica a cada evento climéatico, como senala la
enciclica en n. 23 (actividad volcdnica, variaciones de la érbita y del eje de la Tierra o el ciclo solar),
es cierto también que las variaciones han alcanzado niveles draméticos en los 1iltimos cuarenta anos,
con sucesos meteorolégicos cada vez mas extremos. Es indudable, por ello, que el uso intensivo de
combustibles fésiles acelera el fenémeno del calentamiento global, mediante la gran concentracion
de gases de efecto invernadero (n. 21). Sin duda, desde el momento en que se eché mano al recurso
de los combustibles fésiles, comenzd, primero lentamente (las sociedades comenzaron a crecer y a
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organizarse a partir de la industrializacién creciente), hasta alcanzar los niveles de impacto am-
biental que hoy vivimos (Hallett — Wright 2011, 7). Sin embargo, cuando repasamos algunos de los
ultimos accidentes relacionados con la extraccidon petrolera sentimos la acuciante degradacién de
nuestro entorno (Bierlivet 2011, 154-158); a partir de la crisis petrolera de 1973, la prospeccién y
extraccion de petrdleo se intensificé proporcionalmente a aquella crisis, lo que trajo aparejado una
serie de accidentes gravisimos. Asi, por ejemplo, el 24 de marzo de 1989, el superpetrolero Exxon
Valdez encallé en Bligh Reef, Alaska, y derramé 240.000 barriles de petréleo en esas aguas marinas.
El gasto de mas de dos mil millones de délares en la limpieza no fue efectivo y no pudo borrar el
derrame del Valdez del escenario ambiental y politico (Guo-Boufadel 2014).

“En 1956, en Nigeria, empezo6 una asociacién entre la compania Shell y la British Petroleum con
el fin de explotar el petréleo en el pantanoso delta del Niger. Actualmente Nigeria tiene mas de
600 campos petroleros que producen el 40 % de las importaciones totales de petréleo de los Estados
Unidos. El 30 de mayo de 2010, se anunciaba que habia un derrame de petréleo en el delta del Niger
por parte de la Shell y esta tragedia afectaba la vida cotidiana de los pescadores. No obstante, hasta
hoy la bonanza petrolera no ha generado un bienestar social y econémico en la poblacion de Nigeria,
sino una complejidad de fuerzas internas como son las luchas entre los grupos étnicos, los conflictos
religiosos, la corrupcién dentro de las instituciones estatales, la emergencia de la pirateria marina y
la creciente pobreza. El 20 de abril de 2010, se inicié un derrame de petrdleo en el Golfo de México
causado por una explosién de la plataforma Deepwater Horizon y su posterior hundimiento, que es-
taba operada por la Companfa British Petroleum (BP); el 15 de junio de 2010, el presidente Barack
Obama comparaba el derrame en el Golfo de México con el ataque terrorista de 11 de septiembre
de 20017 (Biervliet, 2012).

No menos grave fue lo que ocurrié poco después en China; el 16 de julio de 2010, hubo una
explosién en dos oleoductos en las aguas de la bahfa de Dalian, en el Mar Amarillo, propiedad de
la empresa paraestatal china National Petroleum Corporation; segin BBC News, los esfuerzos por
contener la dispersién del crudo (equivalente a unas 1.500 toneladaslﬂ ),, no evitaron los danos en
la ciudad portuaria de Dalian: el uso de barreras flotantes y la utilizacién de numerosos barcos
pesqueros para esta tarea se vio minimizada por los fuertes vientos que azotaron la region; ante
esta situacién, se vertieron veintitrés toneladas de bacterias para que procesaran el petréleo (Bonell
Rosabal 2009; Dedov-Ivanova- Sanszhieva 2017, 617—630)@ .

Los esfuerzos por aminorar el impacto ecoldgico de la industria del petréleo no han dado los
resultados esperados. El futuro de la industria, relacionada de una forma u otra con el petroleo,
se encuentra indefectiblemente vinculada con la eficiencia energética y con la seguridad ecoldgica.
Si bien esta premisa fue véalida siempre, hoy adquiere mayor importancia, debido a las necesidades
surgidas de la recuperacion del llamado petréleo pesado, de la reduccién de las reservas de petréleo
liviano y el comportamiento geoldgico de los campos en que éstos se encuentran. Zyrin — Ilinova
(2016, 35-40), fundamentan la efectividad de los métodos eléctricos mejorados y se indican también
los indices de contaminantes en referencia a las tecnologias tradicionales de tratamiento térmico. Es
importante senalar el progresivo agotamiento de las reservas de petréleo liviano; por el contrario, las
reservas de alta viscosidad son siete veces mas grandes y se ubican en Venezuela, Canadd y Rusia.
En este tipo de petréleo, las tecnologias tradicionales tienen una tasa de recuperacién muy baja, por
lo que se emplean las llamadas “tecnologias mejoradas”, EOR por sus siglas en inglés (“Enhanced
Oil Recovery”; Zyrin — Ilinova 2016).

62https://www.bbc.com/mundo/ciencia_tecnologia/2010/07/100719_china_derrame_petroleo_rio_amarillo
63Bonell Rosabal plantea la remocién biolégica de azufre por bacterias, de metales por enzimas y la transformacién de
asfaltenos en compuestos mas livianos.
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La investigacién cientifica ha demostrado que las tecnologias térmicas son las més efectivas para

los depésitos de petroleo pesado, principalmente debido a su combinacién de impacto hidrodindmico
y termodindmico. La temperatura en el interior del pozo cambia los enlaces y las condiciones de
filtraciéon, de lo que procede una reduccion de la viscosidad que mejora la movilidad del material. En
estas circunstancias, el desafio consiste en la creacién de tecnologias de recuperacién actualizadas,
efectivas y seguras, en un sentido ecoldgico. La tecnologia tradicional utiliza los generadores de vapor,
que trabajan con combustible f6sil; el vapor, producido en el generador de tierra, se inyecta en el
pozo para calefaccién, a través de un tubo aislado: por cada tonelada de vapor se requieren 1500
m3 de gas; la quema que esto implica produce contaminacién del aire por diéxido de nitrégeno y
6xido de carbono. Desde el punto de vista ecolégico, la “Electrical Enhanced Oil Recovery” (EEOR)
es una tecnologfa més limpia y segin otros estudios, més eficaz (Rehman 2012).
El tratamiento electromagnético (ET) incluye una fuente de calor en el fondo de pozo, que se
produce como resultado de la accién del campo electromagnético de alta frecuencia. El frente de
calentamiento depende del voltaje, la frecuencia del campo electromagnético y la formacion de
propiedades eléctricas; esto conduce a la descomposicién de la emulsién oleosa y al aumento de
la presién debido al impacto del campo electromagnético de potencia (Zyrin — Ilinova 2016). Las
tecnologias mencionadas anteriormente se prueban y operan en varios campos petroleros, de acuerdo
con la tendencia actual de proporcionar procesos efectivos de calefaccién dentro del pozo. Por esta
razén, la pregunta mas importante es sobre la fuente de generacién de energia, que se requieren
para los métodos de recuperacion eléctrica mejorada de petréleo. La central eléctrica de calor es una
fuente de gran cantidad de gases de efecto invernadero, lo que colabora con el calentamiento global.
Las estadisticas muestran que las empresas productoras de petréleo, que incluyen la estimulacién
tradicional con vapor / agua caliente, producen contaminacion severa en la atmdsfera. Sin embargo,
el gas usado como combustible de una planta de cogeneracién (CP) constituye una de las formas
efectivas del uso del combustible, porque produce tanto calor como energia eléctrica. El factor de
eficiencia de CP varia entre el 90 y el 92 %, porque la planta recolecta energia residual en la caldera
de utilizacién y la deriva para la generacién de energia. Este modelo de explotacion dota al campo
petrolero de un alto grado de autonomia en el abastecimiento de energia y de proteccién ante
eventuales fallos de esta, ademds de un ahorro significativo de costos energéticos, que varia entre el
2.5y el 2. 8 (Zyrin — Ilinova 2016, 37).

1.3.1. La interpretacién de los procesos de extraccidén de energia fésil en clave cultural

La interpretacion de los procesos de extracciéon de energia fésil en clave cultural. Estas consi-
deraciones nos conducen a ponderar los limites de los recursos del actual modelo tecnolégico. En
efecto, la cuestion ecoldgica pone de manifiesto uno de los modos en que es posible abusar de la
tecnologia, pero no es menos cierto que el hombre es “un solucionador de problemas” (Kuhn 20042,
70; Polo 1991, 19-41); el ser humano ha resuelto, a lo largo de su historia, una innumerable serie de
problemas, aunque con una caracteristica peculiar: al resolver un problema provoca otros.

Si la inteligencia humana, en cuanto capacidad abstractiva, se reconoce en la capacidad de idear,
es decir, “de considerar los recursos de los que puede echar mano de una manera no particular”
(Polo 1991, 21). El hombre, en cuanto creador de cultura, es el ser que puede llevar a una cierta
perfeccién a la naturaleza: descubre, por ejemplo, propiedades curativas en una planta y la aplica
para evitar infecciones o aliviar el dolor; se trata, en definitiva, de un acto de la inteligencia; en este
sentido, abstraer significa que la inteligencia puede aplicar la misma solucién, aunque las circunstan-
cias hayan cambiado. En este contexto, se presenta la urgencia de la virtud de la prudencia: como
ensenia Aristételes, el hombre requiere de prudencia porque se encuentra en medio de dificultades,
pues unicamente quien la vive puede tener conciencia de la perfeccién que implica: “Es, por lo tan-
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to, la virtud un modo de ser selectivo, un término medio relativo a nosotros, determinado por la
razén y por aquello por lo que decidiria el hombre prudente” (Aristételes, 1985: 1106 b35). Santo
Tomés perfecciona esta valiosa tesis, pues advierte que la clarificacion acerca de qué es la prudencia
sobrepasa las posibilidades de esta virtud: “Para tener el saber prudencial se requiere ser prudente,
pero para notar la naturaleza de la prudencia se requiere, ademads, disponer de un conocer superior
al prudencial” (Santo Tomds, II-II c. 55 a 1, ad-1; Sellés 1999, 17-20).

Aunque el ser humano dispone de esta capacidad, el contexto de época puede ser fuente de limi-
taciones; en efecto, la idea de progreso sigue pesando con fuerza en nuestra cultura. Esto significa,
en lo que a nosotros atane, un cierto agotamiento del modelo de racionalidad de una determinada
época, es decir, un desfasaje concreto entre el estado en que se encuentra una cultura y cuestiones
nuevas la constitucién estructural de aquella cultura: se verifica una grave contradiccién entre los
efectos no deseados que produjo (y produce), una determinada dindmica histérica y la esperanza
que genero. El nicleo de nuestra situacion radica, entonces, en que debemos reaccionar rapidamente
ante el ideal ilustrado de progreso, que se ha potenciado mediante la insistencia neoliberal en el
consumo. La idea de progreso, que comienza en occidente a partir de fines del s. XVII, se fundamen-
ta en la tesis de que el saber aplicado, que ird tomando el significado mas preciso de “tecnologia”,
mejorard indefinidamente nuestras circunstancias vitales: nuevas técnicas aplicadas a la produccién
de bienes; la ciencia moderna tiene como fundamento el dominio de la naturaleza; con esta claridad
lo expres6 Descartes (Gil Fernandez 1985, 78-79): todo queda sometido absolutamente al ejercicio
de la racionalidad humana en cuanto tiene la condicién de amo del universo o proceso indefinido de
liberacién de los males que histéricamente han aquejado a la humanidad; por ello, la naturaleza -a
excepcién del ser humano- puede ser explotado sin limites al servicio de fines humanos. jPor qué este
modelo de ciencia -tal como la concebimos, es decir, radicalizada respecto de sus origenes cartesianos
— no puede sostener nuestras esperanzas en ella? (Megfas Quirds, 2014: 167-168) La variedad de los
datos hasta aqui reunidos y su interpretaciéon no debe alejar nuestra atencién del punto de interés,
es decir, la lectura de la situacion ecolégica actual. En efecto, si la ética es la decision de llevar al
ser humano al cumplimiento de su fin propio, entonces, la responsabilidad especifica de la mirada
ecoldgica reside en reconducir al ser humano a su perfeccion posible, en el orden individual y social; al
instrumentalizar la naturaleza lingiiistica y operativamente, hemos quitado a la tierra su capacidad
de asombrarnos y, sin asombro, se hace siempre més dificil comprender el valor de lo existente (Puig
2019, 76). Ello implica que el deber moral se encauce mediante las decisiones que se deben tomar,
en el marco de las posibilidades de la cultura, cuya caracteristica esencial es la variabilidad. Por esta
razén, también se modifica nuestra responsabilidad ante nuevas realidades, aunque los principios
morales -en cuanto tales- permanezcan invariables. Si aceptamos, por lo tanto, que el hombre no
crea el entramado de la ética, como por el contrario si ocurre con la cultura, entonces, el primer dato
que se nos presenta dice que el ser humano no es capaz de conocer a fondo las consecuencias de sus
actos.

Por ello, el concepto “crisis”, que expresa el estado actual del vinculo de la humanidad con su obra
(la cultura), expone un cierto estado de agotamiento en el modo en que se tratan los problemas de
la vida, en sentido individual y social. La crisis afecta la confianza con que se afrontan las fuerzas
de la dinamica histérica, es decir, las promesas de la ciencia moderna acerca de un progreso in-
definido resultan insostenibles. Asi queda identificado el nticleo de nuestro problema presente y su
consecuencia inmediata: no existe algo que podamos llamar “porvenir”. Estos planteos deben ser
comprendidos en el marco de la historia de la cultura, en cuanto en ella se vinculan la posibilidad
v la necesidad del obrar. Desde un punto de vista teoldgico, esta perspectiva se encuentra puesta
en jaque por la posibilidad humana de desconocer el orden moral; a esta posibilidad, que se da en
la acepcion absoluta del término “origen”, recibe consecuentemente la denominacion del “pecado
original”, es decir, que en la historia de la cultura se manifiesta un vacio del sentido moral y del
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obrar histérico, que este mismo obrar pone de manifiesto. El progreso en la historia de la cultura y el
reordenamiento moral que aquel progreso podria implicar nunca coinciden, pues la ética, en cuanto
brota de principios, puede ser descrita en términos histdricos, pero no propiamente comprendida.
Conscientes de la aporia que aqui se presenta, es necesario volver sobre la relaciéon antes mentada de
“pecado original”. En el Libro II del Comentario a las Sentencias de Pedro Lombardo (II, d. 3. q. 9),
Santo Tomads anota que se trata de un pecado de ciencia, que, en este contexto, significa los modos
en que el ser humano se relaciona con la naturaleza, es decir, no solo saber teérico sino también un
cierto modo de proceder. La ciencia “del bien y del mal” o la ciencia del pecado que se abre en la
disyuntiva bien-mal es de naturaleza operativa, en tanto se presenta en términos de dominio (Gn.
3. 16), es decir, de desplazar a Dios (“seréis como dioses” Gn. 3. 1-13), siendo, por ello, la forma
arquetipica de todo pecado. Como senala Leonardo Polo (2008, 84), la ciencia del bien y del mal
entrané un proyecto de correccién del plan de Dios; esta actividad de correcciéon de la obra divina
es absolutamente ociosa y aberrante, pues hace de la disyuncién una distorsién y, por ello, instala
el error en el mundo. De esa actividad resulta, entonces, una negacién, un maltrato de la creacion;
este escandalo cosmico es la raiz del quebrantamiento ontoldgico del pecado original, que nosotros
leemos en términos ecolégicos (Revol 2015).

It al Indice;
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Capitulo 2

Ecuaciones fraccionarias

El calculo fraccionario tiene siglos de conocerse en sus conceptos y complejidad pero sigue exis-
tiendo una brecha de conocimiento sobre el significado real, es decir, su concepto en la fisica y en la
vida diaria. En este documento se dard un antecedente histérico empezando por Leibniz en el ano
1695, el cual visualiza en una carta que contesta a L’Hopital su gran importancia en el futuro. Se
comentara brevemente los estudios de Euler, Lagrange, Laplace y Lacroix, este tltimo quien es el
primero que registra un documento sobre el célculo fraccionario.

A manera de comentario, se observa que Abel fue el primero en resolver un problema utilizan-
do el célculo fraccionario. También se presenta a Fourier, ya que es el segundo en mencionar las
derivadas fraccionarias pero no se registran comentarios de la solucién de su famosa ecuacién de
flujo usando esta teoria. Se presenta la funcion Gamma como una herramienta de suma importancia
para el desarrollo del cédlculo fraccionario ya que hizo posible la solucién del calculo de factoriales
fraccionarios. Se incluyen sus distintas formas de expresarse y la grafica de esta funcién.

Otra herramienta de suma importancia para el calculo fraccionario fue el concepto de la integral
iterada, en el cual se presentan los calculos para la obtencién de la integral n-ésima y se extiende de
manera natural a la integral a-ésima.

Como complemento, se habla sobre las aportaciones de Riemann y Liouville, las cuales basan sus
definiciones en el uso de las integrales iteradas. Se destaca otra etapa histérica desde Heaviside hasta
Caputo, quienes al igual que Riemann y Liouville, basan sus definiciones del cédlculo fraccionario en
las integrales iteradas.

2.1. Antecedentes historicos

Leibniz en el afio de 1695 introdujo la notacion %. Esta notacion diferencial, al ser expresada
en términos de n, inclind a pensar en las derivadas de orden entero, principalmente en los conceptos
de posicién, velocidad y aceleracién (y(x),y'(z),y"” (z)), los cuales no limitaban que se extendieran
los conceptos para cualquier n entero. La y(x),y'(z),y"” (), desde la fisica, se entendian con mucha
claridad, pero iniciaron algunos cuestionamientos, preguntas que muy pocos se hacen hasta nuestros
dias pero que impactaron a los grandes pensadores. Algunas de estas preguntas son: ;jes posible usar

un n fraccionario?, jun n con valor entre 0 y 1 qué significado tendria?, ;jqué hay entre la posicion y
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la velocidad, qué es?, jentre la velocidad y la aceleracion qué existe?, jn puede ser cualquier nimero:
irracional, racional o complejo?

Una de estas personas fue L’Hopital, quien alrededor del ano 1700, pregunté6 de manera muy
concreta, en una carta a Leibniz después de introducir su novedosa notacion, ;Qué pasa si n = %?
La respuesta de Leibniz fue profunda y profética, Usted puede ver con eso, serior, que puede ex-

1

d2y
1

. . . . dfl:2 ey . ’
distantes, la infinita solamente admite exponentes enteros positivos y negativos, y aun no conoce el

1
. . . 2 .
uso de exponentes fraccionarios |Miller and Ross, |, concluye en esta carta, por tanto la 2y serd
dx2

presar por una serie infinita una cantidad como aunque la serie infinita y la geométrica son

dy

NEE FEsta es una aparente paradoja de la cual, un dia, tutiles consecuencias serdn ex-
x

igual a

traidas [Miller and Ross, |. Estas palabras cobran fuerza en la actualidad ya que sus aplicaciones son
una realidad.

Euler en el ano de 1730 dio algunos comentarios sobre las derivadas fraccionarias, pero su pre-
gunta es similar a la de L’Hopital, Cuando n es un entero positivo y p es una funcion de x, la razén
% siempre se puede expresar algebraicamente. Ahora me pregunto qué tipo de relacion se puede
hacer si n es una fraccion [Miller and Ross, |. Se pudo expresar de modo algebraico las derivadas de
orden entero pero revela la inquietud de las derivadas fraccionarias, comenta que no eran evidentes
los resultados y le brotaban de manera natural la dificultad de los calculos; sin embargo, con la

ayuda de la interpolacién se puede dar luz a este tema.

Lagrange de manera indirecta contribuye al calculo fraccionario con la ley de exponentes para
operadores diferenciales de orden entero.

(£ ) - (2) o

Laplace en 1812 defini6 una derivada fraccionaria por medio de una de orden entero. Parece ser
que el primer comentario de una derivada fraccionaria aparece en uno de los textos de Lacroix (1819,
pp. 409-410) [Lacroix, 1819], con un tnico ejercicio de la derivada n-ésima de f(z) = z™.
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Si se tiene y = 2™, se puede calcular su enésima derivada:

yl :m.xm—l

y(m+1) =0

y™ =m(m —1)(m —2)...(m — (n —1))z™ " = m(m — 1)(m — 2)...(m —n + 1)a™ " = L'),xm_"

Nota: Estos calculos no son exactamente los que hizo Lacroix, se han reconstruido segiin los comen-
tarios de su solucién.

Por lo tanto, se utiliza la funcién gamma: I'(z) = (z — 1)! que se desarrollard mds adelante con
detalle, se sabe que:
(n) _ F(m + 1)

= 71“(771 o 1)967"_" (2.3)

Y generalizando la férmula para derivadas fraccionarias se dice que:

I'(m+1) _
(@) = T2 m—a 2.4
Y I‘(m—a—}—l)x (24)

Sia= % y m = 1 se obtiene:

27 = g3 (2.5)

Este resultado se presenta expresado por medio de la funcién Gamma (esta funcién define fac-
toriales fraccionarios y aparece con Legendre en 1810) [Piedra, 2011], el cual lo obtuvo primero
generalizando la derivada n-ésima de f(z) = 2™ y luego sustituyendo n = % Es importante resaltar
que es idéntico al de Riemann-Liouville, quienes aportaron la definicién actual de una derivada
fraccionaria.

Fourier en 1822 es el segundo en hacer mencién a las derivadas fraccionarias. Su definicién de un
operador fraccionario se obtiene de su representacién de orden entero para f(z) |Torres Herndndez,
2020]. Méas adelante se comentard sobre su ecuacién de flujo, la cual nunca fue resuelta por él con
calculo fraccionario.

Abel, mateméatico noruego que vivio solamente 27 anos y fue pionero en la solucién de integrales

[Neils Henrik, |, en 1823, fue el primero en aplicar el calculo fraccionario para obtener la solucién de
la formulacién del problema de la tautécrona [Hilfer, 2000].
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2.1.1. Antecedentes matematicos
Funcién Gamma

Es de hacer notar que L’Hopital, Leibniz y Euler podian conseguir la complejidad de los calculos
del mundo de las derivadas fraccionarias. Lo que brincaba era scomo calcular un factorial fraccio-
nario?. Se entendia con claridad que 4! = 24, 10! = 3628800 y no tenia ningun problema para un

valor entero. Pero %!, 0.75!,%!7 no se sabia cém o calcularlo. En 1809, Legendre, un fisico matematico

francés destacado por sus integrales elipticas [Legendre, 2018, definié la funcién Gamma como:

I'(z) = /OOO e ttF T dt (2.6)

la cual se puede resolver por partes. Se presentan los calculos por lo importante que fue para el
desarrollo del céalculo fraccionario.

En el apartado anterior se comenté que Lacroix, diez anos después de esta publicacién, pudo resolver
su unico problema de derivada fraccionaria.

Primero se lleva a cabo un cambio de variable z — 1 =a — 2z =a +1
MNa+1)= / e ttdt, (2.7)
0

ahora resolviendo por partes se tiene,

e et
ate~1 —et
ala —1)te—2 et | (2.8)
ala—1)(a—2)t*3 —e !

ala—1)(a=2)(a—(a—1)=a! et

y haciendo la suma telescopica

o0
— %t —at® et —ala —1)t*Zet —ale”t| . (2.9)
0
Haciendo la evaluacion en los limites de integracion y resolvemos el limite resultante cuando
t — oo obtenemos que:

Y+ at* !+ aa—1)t*2..al

— 7. _ | = | = !
MNa+1) tliglo [ o |+al=0+al=al (2.10)
Al regresar nuestras variables, queda que (z — 1)! = a!
I'(z) =(z—1)! (2.11)

Un valor clésico de la funciéon Gamma es 1"(%) = /7. A continuacién se mostrard cémo obtener

dicho valor utilizando la integral desarrollada anteriormente, ya que nuevamente este resultado es
de uso comtn en el calculo fraccionario.
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y utilizando el cambio de variable
22 =t,
2zdz = dt
Sit—>0yz—0=>t—=0yz—0

1 % ==
r <2> = 2/ ¢ zdz,
o * (2.12)
= 2/ e~ dz.
0

Esta integral (2.12]) fue posible de resolver hasta que llegé Gauss en 1809 y mostré la siguiente
solucién, la cual a continuacién repasamos brevemente:

o0 2
I:/ e % dz,
—00

I? :/ efZde/ enydy, (2.13)

— 00

= / / e_zz_yzdzdy.
— 00 —0o0

Gauss dijo que el plano que se genera de (—00,00) en z,y es el mismo generado por un radio p
infinito con un dngulo 6 [0,27] multiplicado por el Jacobiano de la transformacién que es p. Este
calculo es importante en el cdlculo fraccionario, ya que de él se desprenden muchas de las soluciones
de la funcion Gamma.
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2
1 1 2.14
:/ [ﬂlim ~ 5 + 2€O:| db, ( )
0 o0

De aqui
1 2 2
F():Q/ e_zdz:gzﬁ. (2.15)
0

La funciéon Gamma

I'(z) = lim nin
n—ooo 2(z+1)(2+2)(2+3)...(+n)
Esta definicién de la funcién Gamma es proporcionada por el limite infinito de Euler [Artken
and Weber, 2005], la cual ayuda mucho a visualizar la gréfica de esta funcién que se muestra a
continuacion.

; 2€C (2.16)

Se puede observar que tiene asintotas en Z = —k tal que kK € NUO0O

Otra manera de expresar esta funcién es mediante otro limite [Arfken and Weber, 2005]:

I(z —1)!
i 72— D! (2.17)
n—oo (z+mn)!
Funcién Mittag Leffler
Se define con la funciéon de Mittag LefHer
o0 Ok
Eop(O) =2 020 Tarsm
(2.18)
_o o, o 02 g g O
=T T et T T2atB) T TBath) T "+ Thath)
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Figura 2.1: Gréfica de la funcién gamma en el eje real
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Si O = ax®, entonces

Eoplaa®) =Y o (2.19)

Esta funcién es de suma importancia, por lo que calcularemos su primera derivada.

DlE,
0DrBaplaz®) = Z T( v + B)
(2.20)
Z a Olkaak 1
B T(ak+8) "
Pero ak en términos de la funcion Gamma se puede expresar como
T(ak + 1) = akl,
T(ak +1) = ak(ak — 1)),
(2.21)
[(ak + 1) = akl'(ak),
_ I'(ak+1)
ak = T(ak)
Entonces
d 2. afT (ak + 1)zok—1
—F, *) = . 2.22
dg D (a2?) 2~ T(ak + B)L(ak) (2:22)
Si B =1, entonces
d 0 akmak 1
—FE, Y = _. 2.23
gz (@) ; T(ak) (2.23)
Haciendo k — 1 =p, queda que k =p+1
i - ap+1aj°‘(p+1)_l - i - apal,apxa—l
= I(a(p+1)) = T(ap+a)’
g 12 z°Pa? - 1§: (2.24)
I(ap+ «) T(ap + a)

= az" ' Ey o (az®).

Por lo tanto,
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dEa 1 (az®
gt = Bl alee®),
= oDLEa,1(az®) = az* 1 E, o(az®),
y en términos de t,
= at* 1 E, o (at®).

Para la segunda derivada tenemos que

dlaz® 1 Eq o (az®)]
dx

Resolvemos

oo a\k oo k. .ak—1
DlEaa:Dlz (azx®) _ koa®x .
’ = I(ak + «) Pt D(ak + a)

I'(ak+1)

T(ak) entonces:

Sabiendo que ak =

. T(ak 4 1)akzok—1
D'Eg o = :
’ Z I'(ak)T(ak + «)

k=1
Sia=1

Sik—1=p

Por lo tanto,

oD Ea, 1(az®) = az® taE; 1(ax) + Ey o(az®)a(a — 1)z%72,
= a?2° ' Ey 1 (az) + Ea,0(az®)a(a — 1)z 2.

Entonces,

e k
D(2)Ea 1) = 2, a—1 (ax)
0D By p(at”) = a2 |30 S0

= az* 'D'Ea,a(ax®) + Eyo(az®)a(a — 1)z

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)



Transformada de Laplace de la funcién Mittag Leffler

Se sabe que F(s) = L{f(t)}s = / e *' f(t)dt, por lo tanto
0

Tomando que la £L{t7} =

Por otro lado,

Si sacamos la transformacién de esto, tenemos

Si J& = w entonces

a —st ata
L{E, s(at*)} = / l Z Fah ) dt,
& (akto‘k) OO ( aktak )
L — 5 = L|=—].
{kzzo I'(ak + B) kzzo I'(ak + B)
D +1 obtendremos:
= ak(ak)!
E,p(at®)} = _
£{Ea,5(at™)} I;Jsak+1f(ak+5)
_ = (at a)kth—1
P E, 5(at®) = ((177
plat?) I;) T(ak + B)
o kpak+f—1
_kzz()F(ak+ﬁ)
N 1 — a*(ak + 8 —1)!
ﬁ—lE oy
t a,ﬂ(a/t ) kZOL (O[k-’-ﬂ z;) Ckk"‘ﬁ Sak+5’
_i a*T'(ak + B) _i ak
ak+p ak+p7’
[(ak + B)sk+ = +
0 E
a
— s B
B ; sokgB Z L’O‘}
© k
S_BZ [s%} = [l—i—w—l—wQ—i—w?’—l—~--—&—wk]7

y si de lo anterior tomamos que

entonces tenemos

>[5 -

k=0

Sp=1+w+w’+uw+-
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(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)



y multiplicando todos los términos por w,

wSy = w+ w? + w4 - + Wt (2.41)
Si ahora restamos las ecuaciones (2.40) y (2.41) tendremos,

(1 - ’LU)Sk =1- wl“l,

(2.42)
_ 1—wht!
Sk - 1-w
tomando el limite obtenemos que
1 —wht! 1
1f =1 = 2.4
=i T T 249
Siw<1
-8 {ﬂ] _B_
s s ,
2l =
e (2.44)
= se—a>
_ 278

2.2, Derivadas fraccionarias, definiciones y aplicaciones (Riemann-Louville,
Caputo, derivada conforme)

Las derivadas fraccionarias de Caputo y Riemann-Louiville hacen uso de las integrales iteradas.
En el célculo fraccionario, después de responder la pregunta de las derivadas fraccionarias, se cues-
tiona si existen las integrales fraccionarias. Y la respuesta es si. Y se denota como [Torres Hernandez,
2020]

ol f () (2.45)
iSe cumplird que, IS D f(t) = f(x)? Asi como:

/ df;t) dt — / df () = £ (1) (2.46)

F(z) = / o (2.47)

Generalizando con nuestra notaciéon de calculo fraccionario, se obtiene la formula de la n-ésima
integral para una funcién.

IO =ty [ -0 o,
(2.48)

A0 =iy [ -0 o
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Aportacién de Caputo

La férmula (2.48]) merece ser demostrada, pues su aplicacién en el célculo fraccionario es de vital
importancia. A continuacién se presenta su desarrollo, el cual se puede demostrar por induccién. El
siguiente calculo lo haremos considerando a = 0.

Sea,

Fo(z) = f(x)
Fi(z) = /O Fo(t)dt = /O F(t)dt

Integrando por partes

u= F(¢) dv =dt
du = f(t)dt v =

Otra vez por partes

u = Fy(t) dv =dt




Maés por partes

w= Fi(t) v:f(x;t)z

du = f(t)dt dv = (x — t)dt

B (x—t)2|" 1 (" 9
Fy(r) = ~Ri() S 0+2/0 (& — )2 (1)t
2 .’L’2 T
F3(z) = —Fl(x)% + Fl(o)? + %/O (z — )2 f(t)dt
R = [ -0
F4(JU) = ng(t)dt
0
Una vez méas por partes
= F3(t) v=t
d Fg(t)dt dv = dt

u = Fy(t) v:_(x—Zt)Z
du = Fy(t)dt dv = (z —t)dt
F4(.]j) _ —FQ(t)éﬂf_t) O_"_; /Om(x—t)QFl(t)dt
Fu(z) = ;/Om(x 2R (1)dt



UZFl(t) v = —

3
du = f(t)dt dv = (x — t)%dt
Fie) = 5 [P L o]
Filo) = 55 [ @030
Se puede ver que:
1

de donde se obtiene que:

1 ‘ n—1
F,(z) = m/o (x — )" f(t)dt.

Para demostrar por induccion, de la formula anterior en n + 1 tenemos que:

Fanle) = o [ @ =0r s,

n.

deberd ser

Fri(z) = /O " Bt

Integrando por partes

u= F,(t) dv = dt

Otra vez por partes
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u=F,_1(t) dv = (x — t)dt
(x — 1)
2

du = F,_o(t)dt v=—

!

Fopi(z) = f%(x —t)2F,_1(t) +3 /Oz(x — )2 F,_o(t)dt

0

1 x
- 7/ x — t*F,_o(t)dt
2 0

volviendo a integrar

—$)3
u=F,_o(t) v:f(x 3 )
du = Fn — 3dt dv = (z —t)2dt
Foii(z) = Y G t)gF m+i w(:c — )% F,_3(t)dt
n+1 - ) 3 n—2 o 2.3 0 n—3

Foia (@) (x — ) Fs(t)dt.

" 23 )

Se puede ver que en la siguiente iteracién obtenemos:

1 x
Froi(z) = m/o (x — t)*F,_4(t)dt,
y para una iteracién mas:
1 r 5
Fn+1(13) = m . (SC - t) Fn_5(t)dt

Iterando n veces obtenemos:

1 x
Fra(@) = g /0 (& — )" Fy_()dt,

Fia(a) = - / “(@— 0" Fy(t)dt,

Tl

Fanle) = o [ @ =0r s

Tl

Por lo tanto se ve que (2.52)) es igual a (2.54)) y qged.
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Aportacién de Riemann

Riemann desarrollé su teoria sobre la integracién fraccionaria. Se comenta que rechazé que es-
tos trabajos fueran publicados y hasta después de su muerte se publican en 1892. El buscé una
generalizacion de la serie de Taylor y sus derivadas, la cual expresé como

1 x
D=V f(z) = 7/ (@ — )"V f(1)dt + () (2.55)
I'(v) J.
La funcién ¥(x) recibié en esta época muchos comentarios ya que el agregarla era la mayor
dificultad de esta teorfa de Riemann. [Torres Herndndez, 2020]

A continuacién se presenta la definicién de Riemann-Liouville que tiene mucho uso en la actua-
lidad para derivadas fraccionarias. Se presenta un breve célculo con operadores para concluir con su
definicién de derivada fraccionaria. |[Torres Hernandez, 2020)

RL7a0 _RL —«
a Ia: Ta Dz ’
— Dn[n[oz7

— l)n[n+oz7
(2.56)

z
= F(n1+a) Dn/a (LL' - t)n+a_1f(t)dt7

RLpo — ﬁm/ (x — )" f(t)dt
0

De Heaviside a Caputo

Heaviside en 1892, mostré como algunas ecuaciones diferenciales lineales se pueden resolver con
el uso de operadores. El cédlculo de operadores de Heaviside aplica a funciones lineales. Obtuvo re-
sultados correctos al expandir la exponencial en una serie de potencias p% lo cual era el concepto de
la derivada fraccionaria para el valor o = %

En el periodo de 1900-1970, se publicé una modesta cantidad de trabajos sobre el cédlculo frac-
cionario. Destacan Al-Bassam, Davis, Hard, Zygmund, Weyl, Samko, entre otros. En 1974, se dio
la primera conferencia internacional sobre el cédlculo fraccionario en la Universidad de New Haven,
Connecticut. Destacé la aplicacién del calculo fraccionario a la teoria de probabilidades. En 1984,
sblo diez anos después, se da la segunda conferencia internacional sobre el calculo fraccionario, la
cual fue patrocinada por la Universidad Strathclyde, Glasgow, Escocia. En ésta participaron P. Hey-
wood, S. Kalla, W. Lamb, J.S. Lowndes, K. Nishimoto, P.G. Rooney, y H.M. Strivastada.

Japén detecté mucha actividad relacionada con el cédlculo fraccionario en los anos 80. Los prin-

cipales autores son S. Owa (1990), M. Saigo (1980) y K. Nishimoto. Este ultimo dedicé cuatro
voliimenes a aplicaciones del calculo fraccionario en ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales.
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Los rusos también destacaron representados por O. Marichev, A. Kilbas, y S. Samko (1987).

La tercera conferencia internacional se celebré en la Universidad de Nihon en Tokyo en 1989. El
calculo fraccionario se utiliza actualmente en muchos campos de la ciencia e ingenierfa, incluyendo
redes eléctricas, teoria electromagnética, transporte, reologia, flujo de fluidos y estadistica, entre
otros. [Torres Hernandez, 2020]

Del texto anterior, destaca de manera importante por su aplicacién hasta nuestros dias Michele
Caputo. En 1969, publicé un libro en el que introdujo una nueva derivada fraccionaria que descubrio
Gerasimov en 1948. Esta derivada es de suma importancia ya que permite dar una interpretacion
fisica a problemas de condiciones iniciales, ademas de que permite modelar el tiempo fraccionario.

— 1" D" (1),
= I+ D (),
’ - 2.57
D = i [ e 0T 0,
0D = ke [ -t
La derivada derecha de Caputo-Gerasimov se define como
1 x
C na n—a—1, n
D = —— -1 t)dt 2.
CD2ya) = e [ @00 (259)
y la derivada izquierda como
¢ ppy(a) = - / b(t —z)" Ty () dt (2.59)
r 'n—a) /,

Comparativo del uso de las definiciones de Lacroix, Riemann-Louville y Caputo

. ., ., . . . 1 .,
A continuacién se presenta la solucién de la derivada fraccionaria yz para la funcién y = =,

1 . i . . . 1
denotada como D2 para Lacroix, como D2 para Riemann-Liouville y como g Dz para Caputo.
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Cabe hacer notar que Lacroix no toma en cuenta ninguna condicién inicial, a distinciéon de Riemann-
Liouville y Caputo que si lo hacen. Esto representa un gran avance para la soluciéon de problemas
con condiciones iniciales o de frontera. En los tres se pueden observar idénticos resultados, los cuales

1
variarfan en el caso que en el operador ,DZ, la a # 0 (condicién inicial).

Lacroix

y=x,

n) _ _I(m+l) m-n
v = g™ (2.60)

r _
yl) = F(w(znj-ct}k)l)xm “

S _1
Sim=1lya=3

(2.61)

Riemann-Liouville
1 T
RLpo — 7D”/ (x — )" f(t)dt (2.62)

sean=1, fit)=t,a=3%ya=0

(2.63)

Integrando / (x — t)_%tdt,
0

T
If/o (7dt, (2.64)

con el cambio de variable
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sustituyendo ¢

Caputo

(2.65)

(2.66)



= L(-2(z— t)%) , (2.67)

En el siguiente ejercicio se puede comprobar, siendo y = z y su y(z) = %\/E, que si integramos
esta funcién

1/ 2
m
pero, surgen mas cuestionamientos: ;para qué funciones se cumple esto? ;Cudles son las condi-
ciones que deben cumplirse? Estas respuestas ya se han encontrado recientemente.

2.2.1. Propiedades de las distintas derivadas fraccionarias

Sales Teodoro-Oliveira-Capelas de Oliveira [Teodoro et al., 2018], en un articulo en 2018, mencio-
nan que Ross [Ross, 1975 propone una serie de cinco condiciones que un operador debe de cumplir
para que sea considerado una derivada fraccionaria. Sin embargo, Ortigueira-Tenereiro Machado |Or-
tigueira and Machado, 2015|, en 2015, proponen restringir dichas condiciones para el operador de la
derivada fraccionaria que Sales Teodoro-Oliveira-Capelas de Oliveira enuncian en su articulo:

1. Que la derivada fraccionaria sea un operador lineal.
2. Que la derivada de orden cero de una funcién sea la propia funcién DY f(z) = f(x).

3. Que cuando « de la derivada fraccionaria sea entero, el resultado sea el mismo que el de la
derivada ordinaria.

4. Que el operador cumpla que: D*D? f(x) = DB f ().
5. Que cumpla con la regla de Leibniz generalizada:

D (F)g(0) = 3 G DA @)D g ).
0

k=

2.3.  Nueva definicién de la derivada fraccionaria conforme

Seghi Rahmat en 2019 [Rahmat, 2019] publicé un articulo, “A new definition of conformable
fractional derivative or arbitrary time scales”, donde propone una nueva definicién de la derivada
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fraccionaria conforme. El principio basico de esta definicién consiste en usar un control proporcional-
derivativo (PD) dénde u y el tiempo ¢ son ajustados por la ecuacién:

u(t) = by B(0) + ka1, (2.69)

donde k, y kq son ganancias proporcionales a la ganancia derivativa y E es el error entre las
variables de estado y proceso.

La definicién que da Seghi Rahmat de la derivada conforme, D, el cual es un operador diferencial
esta dado por:

DOf(t) = ki (a, ) f(t) + kol t) f (2), (2.70)

donde la funcién ko(o,t) = 0 y la funcién ki(o,t) = 1 cuando o — 07 y el operador estaria
escrito como:

DY f(t) = f(t), (2.71)

y cuando o — 17 las funciones ko(c,t) = 1y k1(a,t) = 0 quedando ast:

D'f(t) = £ (). (2.72)

A manera de ejemplo propone el siguiente operador donde sendas constantes cumplen con las
condiciones de frontera para a:

DF(E) = (1= a)ltl™ £() + alt = F (2). (2.73)

Esta teorfa la aplicaremos en la seccién 3.4 del capitulo 3, a la derivada fraccionaria de Karci
|[Karci, 2013] para proponer un nuevo operador diferencial fraccionario que cumple las condiciones
de Mohamad |[Rahmat, 2019).
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Capitulo 3

Newton-Raphson fraccionario

3.1. Meétodo del punto fijo

3.1.1. Breve introduccidn

El método del punto fijo es un método iterativo el cual trata de resolver un problema matematico,
sea llamado ecuacién, sistema de ecuaciones, mediante acercamientos (aproximaciones) sucesivos a
la solucién analitica. Estos métodos parten de una primera aproximacién llamada solucion inicial
normalmente denotada como xy 0 Zg.

Estos métodos iterativos se vuelven muy utiles cuando se tiene un gran nimero de variables con
apoyo del avance computacional. En la actualidad se hacen calculos con miles de millones de varia-
bles simultdneamente. En estas magnitudes los métodos directos (analiticos) serfan précticamente
imposibles de manejar incluso utilizando las siper computadoras méas potentes. Este método del
punto fijo nos permite resolver sistemas de ecuaciones que no necesariamente sean lineales. En lo
particular, se pueden utilizar para determinar los ceros de una funcién, siempre y cuando se cumplan
los criterios de convergencia (poder llegar a una solucién).

Este método iterativo requiere reescribir la ecuacién

flx)=0 (3.1)

en la forma

x = g(x). (3.2)

Si € es una raiz de la f(x) y suponemos que existe y es conocida la funcién g(x) que cumple que

f@)+g(x)=zVare fz) (3-3)

entonces

&) +9&)=¢ (3.4)

siendo que f(£) =0, £ = g(&) y £ se le conoce como el punto fijo de g(x).

Describiremos a continuacion el algoritmo para las iteraciones del punto fijo.

El proceso, como se comenté de manera inicial, comienza con una estimacién primaria de £. El
objetivo de cada iteracion es mejorar esta aproximacion inicial para alcanzar la convergencia.
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Para que el método converja, la derivada de la g(x) con respecto de z, %, debe ser menor que

uno en las iteraciones. La convergencia cumple el requisito de que la magnitud el cambio en x de
una iteracién a otra sea menor que una pequena cantidad (g).
El algoritmo se puede resumir en seis pasos:

1. Se obtiene una solucién inicial de la raiz de f(z).
2. Se despeja x de manera que z = g(x).
3. Se obtiene la derivada de la g(z), g—g.

4. Se resuelve la desigualdad —1 < % < 1 y se obtiene el rango de valores en los cuales esté el
punto fijo &.

5. Con zi buscamos la raiz en g(z), es decir g(§) = &.

6. Iterar donde ;41 = g(z;)

3.1.2. Desarrollo formal

Como planteamos junto con Brambila, Torres y Rodrigo en [Torres-Hernandez et al., 2020]:
sea ® : R" — R" una funcién, entonces es posible construir una secuencia ;2 con el siguiente
método iterativo:
Lit1 = @(1’2)7 (35)

si es cierto que x; — & € R™ y la funcién & es continua alrededor de £ , entonces obtenemos que:

&= lim z;41 = lim ®(z;) = ¢(lim z;) = P(E). (3.6)
11— 00 1—00

11— 00

El resultado anterior es la razén para que el método descrito en la ecuacion sea llamado
“método del punto fijo”. Asi también la funcién @ es llamada “funcion de iteracion”.
Para entender la naturaleza de la convergencia de la funcién de iteracion ¢ se necesita la siguiente
definicién:

Sea ® : R™ — R™ una funcién iterativa, el método (3.5) para determinar & € R™, es convergente
si existe un ¢ tal que para cada valor inicial

zo € B(§6) :=={y eR™ : |ly — & <6}, (3.7)
entonces también es cierto que
lim ||lz; —¢|| = 0= lim z; =¢&. (3.8)
1—00 1— 00

Si tenemos una funcién f : Q C R® — R” para la cual queremos determinar el conjunto (3.17]),
entonces en general se puede escribir una funcién de iteracién ® de la siguiente manera:

O(x) =o — Ax) f(x), (3.9)

con la matriz A definida de la siguiente manera
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Alz(l') Alg(l') e Aln(x)

Agl(l‘) AQQ(QQ) e Agn(l‘)
. . _ . (3.10)

(@) Awa(@) . An(o)

donde Aji(z) : R™ — R. Vale la pena mencionar que la matriz A(z) estd determinada de acuerdo
al orden de convergencia deseado.

3.2. Orden de convergencia

Habremos de considerar la siguiente definicién:

Sea & :  C R" — R" una funcién iterativa con un punto fijo £ € Q, luego el método es
llamado convergente (de manera local), de (al menos) orden p (p > 1) si existe un § > 0 y un C,
una constante no negativa y menor que uno si p es igual a uno, tal que para cualquier valor inicial
xo € B(&; ) entonces

loss — €] < C llan— €7, k=0,1,2.., (3.11)

donde C se conoce como factor de convergencia.

El orden de convergencia se relaciona normalmente con la velocidad a la cual la secuencia gene-
rada por (3.5) converge. Para el caso particular donde p = 1 se dice que el método (3.5)) tiene un
orden de convergencia, al menos, lineal y que para el caso donde p = 2 el orden de convergencia es,

al menos, cuadratico. Antes de continuar necesitamos tomar en cuenta la siguiente notacién.

Sea Ny un conjunto NU {0}, si v € Nf} entonces

n
=TT w!
k=1
n
vl = Z’Yk
k=1

n
v o.— Yk
o=+
k=1

Ay ol

Y — 9,915,792, .9.0n
ox Oz ' 0x, ox,)

El siguiente teorema permite caracterizar el orden de convergencia de una funcién de iteracion
® con sus derivadas:

Sea @ : 2 C R™ — R”™ una funcién iterativa con un punto fijo £ € €2, asumiendo que ¢ es p-
veces diferenciable en £ para algin p € N
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Aol —0 k= 1y¥ly <p, sip>2,

; (3.12)
[ <1 sip=1

donde @) denota la matriz del Jacobiano de la funcién @, entonces ® es (localmente) convergente
de (al menos) orden p.

Demostracién. Sea ® : 2 C R™ — R" una funcién iterativa, y sea é;_; la base canénica de R" y
considerando la siguiente notacién (de Einstein):

O(z) = Z O (x)éy, = é,P(x), (3.13)
k=1

y usando la expansién de la serie de Taylor de un vector evaluado en una funcién en notacién de
indices multiples se obtienen dos casos:

1. Casop > 2:

P
D(z1) = @(€) + Z Wl,ékmg;;@)(xi — &) + éxfo]y (il o)
Iv=1
p
0
L GEDY ( > 2l 26— g | + bl ("),
m=1 \|y|=m '’

luego

P
1, 07®x(¢ R o
o) @< Y | 2 574w oH + [[exlole (meetiizom)|
m=1 \|y|=m v
P
1], 0®r(§) m
<O Sl | s =l + ollle: — 1)
m=1 \|sj=m "
asumiendo que £ es un punto fijo de ® y que L‘;;Sf) = O0Vk > 1y V|y| < p se satisface, entonces

la expresion previa supone que

[9(zi) = 2O _ [lzier — &Il 3 1

i —€lP fle = €llP A=At
[vI=p

790,

oxY

)
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luego entonces

lim ———

it — &Il PP (€
0 =gl =

3x7

como consecuencia existe un valor k > 0 tal que si la secuencia {z;};—0~ generada por el
método (3.5)) tal que

Nzt = €Il 0k(¢
i — f\lp - Oa7

\ s — €7, ¥i > k,

||p

entonces ® es (por lo menos localmente) convergente de orden p.

. Casop=1

P
(= Z lv b )(ﬂfi — &) + éxo]y, (oo
=®(¢§) + q’(l)(ﬁ)(:ci — &)+ & (e

[vl=p

entonces

1@ (z5) — (€| < 19D (E)l|2i — &Il + o(l|i — €],

asumiendo que ¢ sea un punto fijo de ® y que la condicién || (€)|| < 1 sea satisfecha entonces
la expresion pasada implica que

[9G) = O] _ ries =&l _ gy . ol =€)
o= o R Ry s o

luego entonces

tim 11 =8l g0 g,

ivoo lay — €]

como consecuencia existe un valor k& > 0, si la secuencia {z;};—g~ generada por el método
(3.5) converge a &, tal que
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liss — &l < 1DV ©)llz: — €]l Vi > k,

entonces ® es (al menos localmente) convergente de orden lineal.

La siguiente proposision sigue del teorema previo:
Sea f: Q C R™ — R"™ una funcién con valor £ €  tal que || f(§)]| =0, y sea & : R®™ — R™ una
funcién de iteracién como se muestra a continuacién

O(x) =a— Ax)f(x), (3.14)
con A(x) como una matriz. Si la siguiente condicién se cumple

lim A(z) = (f7(€) 7, (3.15)

r—E€

entonces P satisface una condicién necesaria, aunque no suficiente, para ser (localmente) conver-
gente de orden (al menos) cuadratico en B(E;9).

Demostracién. Del teorema tenemos que una funcién de iteracion tiene un orden de con-
vergencia de orden, al menos, cuadratico si se cumple la siguiente condicion:

d
lim 226(2) _ 0,Vj, k < n,
& X

que puede ser escrito de manera equivalente como

lim || (z)|| = 0. (3.16)

r—E

Luego entonces se puede asumir que tenemos una funcién f(z) : 2 C R™ — R™ con un cero £ € ()
tal que para todas sus primeras derivadas parciales estan definidas en £ y teniendo la funcién de
iteracién @ (3.14) tiene un k-ésimo componente de la iteracién que se puede escribir de la siguiente
manera

() = 2 — Y Ags(@) f(2),
j=1

entonces

n

O (@) = ik — Y (A (@)0uf;(x) + (0Ak; (2)) 3 (),

J=1

donde d;; es la delta de Kronecker, definida como
d — 1, sil=k
=10, sil#k
Asumiendo que ([3.16) se cumple entonces
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0k(8) =0k — Y Ak ()0if;(€) = 0= Ak (§)aud;(€) = ok, VI, k < n.
Jj=1 j=1

La expresién pasada puede ser expresada a manera de matriz como

A©)dM (&) = I, = A() = (M (&)™,

donde I, denota la matriz identidad de nzn. Entonces cualquier matriz A(z) que satisfaga la
siguiente condicién:

lim A(z) = ()™
z—E
garantiza que exista un § > 0 tal que la funcién de iteracién ® dada por satisface una con-
dicién necesaria, pero no suficiente, para ser (localmente) convergente de orden cuadratico, cuando
menos, en B(&;0).
Finalmente, el siguiente corolario se deriva de la proposicién pasada.
Sea @ : R™ — R™ una funcién iterativa, si ® defina una secuencia {x;}5°, tal que z; — £ y que
la siguiente condicién se cumpla

lim [|@) (z)]| # 0,
r—E€

entonces ® tiene un orden de convergencia cuando menos lineal en B(¢;0)

3.3. Historia de Newton-Raphson

En el articulo [Ypma, 1995] se puede ver el desarrollo del método de Newton-Raphson y las con-
diciones histéricas de manera mas detallada. Este método se usa ampliamente para la solucién de
sistemas no lineales pero esta limitado a las soluciones reales. Cabe destacar que nuestra propuesta
aporta al método suméndole la capacidad para encontrar las raices complejas.

Un problema clasico en las matematicas, de interés comun a la fisica como a la ingenieria, es
encontrar el conjunto de ceros de una funcién f: Q C R™ — R"™ que es,

{ge: I =0} (3.17)

donde || - || : R™ — R denota la norma de cualquier vector. Aunque encontrar los ceros de una
funcién parezca un problema simple, en general significa que hay que resolver un sistema algebraico
como el siguiente

f1 (SC) = 0
fm? =0 (3.18)
ful®) =0
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donde fi : R™ — R denota el componente k-ésimo de la funcién f(z). Permitiendo que {é}!" =
sea la base candnica de R™, si la naturaleza de la funcién f(z) lo permite, es posible encontrar a la
funcién g; : R™ — R que permite reescribir el sistema de ecuaciones ([3.18))

xr1 — gll(l‘ - élIl) =0
To — 912(1’ - égfﬂQ) =0
; (3.19)

Tn — g1 (T — épzy) =0

se debe de tomar en cuenta que el sistema de ecuaciones (3.19)) puede representar tanto un sistema
lineal como uno no lineal. Sin perder la generalidad, tomando la variable x; y reemplazandola en el
resto de las ecuaciones entonces se puede reescribir el sistema anterior como

T2 — g1T — €xy — €171 + €191 (€171)) =
é

0
T3 — g1(T — éxz — 171 + €191, (é121)) = 0
, (3.20)

ZTn — G1p(x —éx_é121 + €191,(é121)) =0

si la naturaleza de la funcién g; lo permite, entonces es posible hallar una funcién g, : R™ — R",
con go; = 0 que permita reescribir el sistema de ecuaciones (3.20]) de la siguiente manera

To — gao(x — €229 — €121) =
3 — gag(x — €229 — €171) =
: (3.21)

Tn — g2, (T — épxy —é121) =0

que corresponde a un sistema equivalente al del sistema ((3.19). Asumiendo que un proceso de
construccién tal como el de los sistemas (3.20) y (3.21) se pudiera repetir sucesivamente hasta la
variable xj_o , entonces es posible obtener el siguiente sistema de ecuaciones

~ k—2 ~
Tho1 — Gho1p 1 (T — Ep1@p 1 — S s e,m,) =0
T — Gr—15(T — épr) — Zf;f érar) =0
. , (3.22)

T = Gh1,, (T = Eqwp — Y2 60w,) = 0

si tomando la variable x;_1 y reemplazandola en el resto de las ecuaciones no es posible obtener
un sistema de ecuaciones equivalente al sistema (3.19)), es posible encontrar una funcién h : R — R™,
con h, =0V r <k, que permita reescribir el sistema resultante de la siguiente manera

o — hi(z — Y0 ) é,a,) = 0

D1 — hir(z — 0| éray) =0 (3.23)



El sistema de ecuaciones representa un sistema trascendental, que significa que no hay
operaciones algebraicas que permitan reescribir dicho sistema en un sistema equivalente al sistema
de ecuaciones . Debe de tomarse en cuenta que el iltimo sistema presentado tiene la ventaja de
necesitar menos variables, a pesar de que su expresion analitica se vuelve méas compleja; sin embargo,
es posible obtener de él la misma informacién que la contenida en el sistema . También es
necesario mencionar que el método iterativo tiene un problema intrinseco, ya que si el sistema tiene
N ecuaciones se han de encontrar una igual cantidad de condiciones iniciales. Este problema se puede
resolver de manera parcial combinando los métodos iterativos con el cédlculo fraccionario, resultando
en el método conocido como “método fraccionario iterativo” que puede encontrar las IV soluciones
de un sistema con tan sélo una condicién inicial.

3.4. Newton-Raphson Fraccionario Conforme Multivariable

Hasta antes de este apartado se habia hecho una recapitulacién histérica sobre el cédlculo frac-
cionario. Lo que presentamos a continuacion constituye una de las aportaciones principales de esta
tesis, que consiste en un nuevo método que hemos llamado Newton-Raphson Fraccionario Conforme
Multivariable (FNRCM), donde se le aplica al método de Newton-Raphson una derivada “fracciona-
ria” distinta a las de Riemann-Louville o Caputo para resolver sistemas de ecuaciones no lineales de
dimensién n. Este nuevo método nos ha permitido resolver problemas (de diseno de paneles hibridos
y de finanzas en tiempos de incertidumbre), que no se habian podido resolver de manera satisfacto-
ria con los métodos numéricos clasicos. Las soluciones a estos modelos constituyen dos aportaciones
maés de esta tesis. Las soluciones anteriores se muestran a manera de ejemplo, pero el método puede
aplicarse de manera amplia en problemas de otras dreas. En el siguiente apartado desarrollaremos
la demostracién de la formula para el método de FNRCM, que se resume en la ecuaciéon .

Vale la pena remarcar que las definiciones de Caputo, Riemann-Louville y Lacrouix, considera-
mos son aproximaciones, esto fundamentado en que si fueran operadores verdaderos sus resultados
convergerian en todas las funciones y valores que se le dieran para «. Sin embargo, en los casos
presentados, donde convergen, son particulares.

3.4.1. Definicién del operador diferencial fraccionario Vega-Brambila

En 2013, Ali Karci [Karci, 2013] presenta una definicién novedosa de derivada fraccionaria que
para algunas personas, por carecer del efecto de memoria, no deberia considerarse como fraccionaria
sino como un operador diferencial. En su articulo A new approach for fractional derivative and its
applications menciona que el significado de una derivada es la proporcién del cambio en una variable
dependiente contra el cambio en la variable independiente. Demuestra rapidamente que la derivada
de una constante es cero y que la de una recta es uno. Karci propone la definicién de derivada
fraccionaria como se presenta en la ecuacion , la cual hemos aplicado al método de NR para
desarrollar nuestra aportacion.

L) — @)

K no :
D =1 , 3.24
1(@) 0 (x + h)e — 2 (3.24)
aplicando L "Hopital,
dlf* (z+h)—f*(z)] a—1 /
K pa _ dh _af* @+ h)f(x+ +h)
D7 f(w) = limy IEDE= Jim (e T )l (3.25)

y tomando el limite cuando h tiende a cero y simplificando se obtiene que:
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KDaf(ZL') — fa—l(x)f/(x)

xa—l

(3.26)

donde K se usa para denotar que es la derivada fraccionaria de Karci.

De lo anterior, proponemos una aportacién: utilizar la definicion de Karci en el método de
Newton-Raphson generando el método que llamaremos Newton-Raphson Fraccionario Conforme,

_ f(n)
KD f(2)le=a,,

Este método se aplicé en el sistema de ecuaciones no lineales del modelo del dispositivo foto-
voltdico termo generador (PV-TEG) del Capitulo 4.

En el capitulo 2, comentamos que Seghi Rahmat |[Rahmat, 2019] propone un nuevo operador
diferencial fraccionario conforme. Partiendo de las definiciones de Seghi Rahmat y Karci, proponemos
un nuevo operador diferencial fraccionario conforme que cumple que si lim,_,0 = f(z) y si limy—,1 =
f () que llamaremos Operador diferencial fraccionario conforme Vega-Brambila (VBD® f(z)).

n=0,1,2. (3.27)

Tp4l = Tn

Vo0 = (- ) [ L] )+ [fi)] 7 (@), (3.29)

En la siguiente figura [3.1] se muestran incisos de algunas funciones clasicas usando el operador
propuesto en . En cada inciso se presentan seis derivadas fraccionarias conformes con valores
de @ =0.1,0.2,0.3,0.5,0.7,0.9 entre la funcién f(z) y la derivada f'(x). En cada grifica se destacan
la funcién f(z) y la derivada f’(z). Los resultados mostrados en la figura pueden ser replicados de
manera sencilla en un programa graficador con un niimero mayor de «s mayores que cero y menores
que uno.

Es claro que esta nueva definicién de operador diferencial fraccionario conforme cumple las con-
diciones de frontera que en el lim,_,¢+ se obtiene la funcién f(x) y en lim,_,;- se obtiene la primera
derivada f(z).
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Figura 3.1: Derivadas fraccionarias conformes utilizando el operador Y2 D® de algunas funciones
clasicas

(a) VBD%sen(x)

y (X)
y(o.l)(x) 7}
y "7 (x)
y(O.B)(X)
y ' (X)
yl(x) . i
y (0.9) (x) %
Yy (X) e i

k

(b) VB Dotg(x)

y (%)
y(o.l)(x) /)l
y(O.Zl (X)
y 7 (x)

Y (X) A
y“”’(X)/ :
y (%) .2

yo (X)) ww
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y‘”’(X)
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(x)

y (1) (
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(C) VB
D(l
e"L‘

y
(x
y(0.1)
yM(x;
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yM(X)
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y (x)
y "7 (X)
y " (x)
y " (x)
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y“"(x)
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3.4.2. Desarrollo del método de Newton-Raphson Fraccionario Conforme Multivariable

Se tiene el siguiente sistema de ecuaciones:

fl(l') = O
fg(ﬂ?) =0
fa(z) =0

Para resolverlo puede pensarse como un campo vectorial F(X) = 0 donde

AEX)=0

fo(X) =0
FER=Y -0 (=

fn(y.) =0

Por lo tanto, una aproximacion lineal que se puede ver como los primeros dos términos de la
serie de Taylor o como las ecuaciones de los hiper-planos tangentes a las funciones f;(X) sigue de la
siguiente manera:

fl(Y) = sz(TO) < X - Xo > +f(f0)

Del mismo modo, si f;(X) = 0, el sistema se puede escribir como sigue:

Vi (Xo)' < X — Xo >= —f1(Zo)
VfQ(XO)' <X —Xg>= —fg(fo)

)

V£ (Ko) < X — Xo >= — fu(T0)

V f1(Zo) —f1(To)
V f2(Zo) - —f2(Fo)
: <X —Tg>= . 5
an.(ft)) —fn(To)
J(F (X)), <X —To >= F(To) (3.29)

despejando X obtenemos,

X=- [J(F (X)),O] T F@o) + 70 (3.30)



-1

X =% - [J(F(X))s,] ' F(zo) (3.31)

La ecuacién anterior involucra el Jacobiano con derivadas enteras, proponemos reemplazar las
derivadas enteras por derivadas fraccionarias conformes, una con el operador diferencial fraccionario
de Karci y otro con el operador fraccionario conforme Vega-Brambila que constituyen
dos aportaciones en este trabajo que se muestran a continuacién.

>

=T — [Jrpe (F(X))z ] F(@o) (3.32)

X =T — [Jvspa (F(To))x) " F(To) (3.33)

Al iterar las ecuaciones (3.32)) v (3.33) se pueden obtener los métodos iterativos presentados en
(13.34) v (3.35) respectivamente.

Xiv1 = Xi = [Jxpe(FX))x,] " (X)) (3.34)

Xiy1 = Xi— [Jvope (F(X))x,] F(X)) (3.35)

Las principales ventajas de estas nuevas propuestas son que se pueden encontrar ceros complejos
de polinomios utilizando condiciones iniciales reales, puede encontrar multiples soluciones de una
funcién con una sola condicién inicial variando el parametro «; no se puede utilizar cuando la
funcién es no diferenciable. En estos casos, se acota el dominio de la funcién para que la funcién sea
diferenciable en ese intervalo.

Una desventaja podria ser que se tienen que calcular un nimero N X N de derivadas fraccionarias
para un espacio de dimensién N, con la ventaja de que la derivada fraccionaria que proponemos es
més sencilla de calcular que las propuestas por Riemann-Louville y Caputo, ya que se evita el proceso
de integracién. Por la razén anterior, se considera apropiado el método de Newton-Raphson Frac-
cionario Conforme Multivariable para resolver sistemas donde las derivadas fraccionarias parciales
podrian parecer dificiles de obtener.

En la tabla se comparan métodos iterativos, Newton-Raphson (NR), Newton Fraccionario
(NF), Pseudo Newton Fraccionario (FPN) y Newton-Raphson Fraccionario Conforme Multivariable
(FNRCM) para encontrar las soluciones de sistemas de ecuaciones.
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| NR | NF | FPN | FNRCM

Puede encontrar
ceros complejos
de un polinomio No Si Si Si
usando condiciones
iniciales reales

Puede encontrar
multiples soluciones
de una funcién No Si Si Si

con una sola
condicién inicial

Puede ser usado

cuando la No st st No
funcién no es

diferenciable

Cantidad de derivadas
parciales fraccionarias
que necesita N xX N N x N N N x N
(Para un espacio
de dimensién N)

Se recomienda
para resolver sistemas
don.dc la§ dcrlvac.ias No No st st
fraccionarias parciales
son dificiles de obtener
de manera analitica

Tabla 3.1: Comparacion de algunos métodos iterativos

Ir al Indicer
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Capitulo 4

Aplicaciones del método de
Newton-Raphson Fraccionario Conforme
Multivariable en paneles solares hibridos y
finanzas

4.1. Paneles solares hibridos

En esta seccion se presenta la primera aplicacién que utiliza nuestra propuesta de método Newton-
Raphson Fraccionario Conforme Multivariable (FNRCM) con el operador . Hemos trabajado
con el equipo desarrollador del panel solar hibrido representado por el Dr. Pedro Rodrigo, que
trabaja desde hace anos en esta innovacién. El modelo del panel solar hibrido se resume en un
sistema de ecuaciones no lineales que fueron resueltas con el FNRCM y cobra relevancia ya que se
resuelve un sistema no lineal por cada registro de condiciones tomadas a lo largo de un mes. Cada
dia se tomaban diferentes lecturas, lo cual representaba resolver un aproximado de mil sistemas de
ecuaciones distintos cuyas soluciones permitieron una mayor profundidad en el anélisis del sistema
hibrido que ha quedado resumido en el articulo Fractional derivative-based performance analysis of
hybrid thermoelectric generator-concentrator photovoltaic system, publicado en el journal Applied
Thermal Engineering [De-la Vega et al., 2021].

Hemos escogido esta aplicaciéon ya que es un desarrollo tecnolégico alineado al cuidado de la casa
comun. Esta tecnologia contribuye al buen uso de los recursos naturales que es uno de los problemas
que aquejan al mundo moderno.

A continuacién, describiremos los principios teéricos del disenio del panel solar hibrido desarro-
llado.

Los sistemas Fotovolaicos Concentradores tienen la eficiencia de conversiéon més alta de entre
todas las aplicaciones solares; punto de partida de esta innovacién. Sin embargo, se necesita reducir
su costo para competir con los sistemas fotovolaicos tradicionales. Una manera directa es logrando
que aumente su eficiencia. La hibridacién con generadores termoeléctricos permite recuperar parte
del calor desperdiciado (= 60 % de la energia incidente), y convertirla en electricidad, mejorando
la eficiencia global. El modelo fisico de un médulo termogenerador-foto-concentrador hibrido se
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resume en ecuaciones no lineales. Para resolver el modelo con métodos convencionales, las condiciones
iniciales deben de estar muy cerca de la soluciéon para que puedan converger. Nuestro método para
la resolucién es mas amigable ya que permite condiciones iniciales no tan cercanas a las soluciones.

Los sistemas fotovolaicos concentradores que denotaremos como CPV, por sus siglas en inglés,
representan un éxito en aplicaciones de energia solar por la alta eficiencia de conversiéon que al-
canzan de manera comercial. Estos sistemas usan dispositivos opticos para concentrar la luz solar
en pequenas células solares de unién multiple (MJ) de alta eficiencia. Las eficiencias mds altas re-
gistradas en laboratorios, para celdas mono-médulo y nivel de médulo, han alcanzado valores de
471 %, 43.4% y 38.9 % respectivamente [Wiesenfarth et al., 2017,|Green et al., 2019]; mientras que
de manera comercial, los médulos CPV han tenido una eficiencia promedio del 30 % |Pérez-Higueras
et al., 2018|. A pesar de estas altas eficiencias, los sistemas CPV tienen un Costo de Energia Ni-
velado (LCOE) més alto que los sistemas fotovolaicos tradicionales que se denotarda como PV. De
entre las estrategias que estan siendo investigadas para hacer los sistemas CPV més competitivos,
se consideran el incremento del factor de concentracién o el incremento de la eficiencia global. Un
incremento en la eficiencia puede lograrse recuperando parte del calor desperdiciado generado en
las celdas solares. De entre las estrategias para alcanzar esto podemos encontrar la hibridaciéon con
generadores térmicos o Generadores Termoeléctricos (TEGs). Asi como se usa silicio como material
base para el principio fotoeléctrico, se usa telurio de bismuto, BisTes, el cual opera bajo el efecto
Seebeck para transformar el flujo de calor en electricidad [Rowe, 1995]. Los sistemas hibridos CPV-
TEG estan en etapa de investigacién y se han reportado varios prototipos en nivel laboratorio [Beeri
et al., 2015 Tamaki et al., 2017, |Kil et al., 2017|, aunque actualmente estdn lejos de presentar los
beneficios esperados.

Como en todo dispositivo generador, el modelado fisico del comportamiento del médulo generador
hibrido CPV-TEG es esencial para optimizar la estructura y predecir su desempernio. Se han propuesto
varios modelos con base en dos enfoques: conduccién de calor de manera unidimensional (1D) [10-
12] y aquel de elemento finito en tres dimensiones (3D) [13,14]. Los modelos 3D son mds adecuados
para la optimizacién; sin embargo, para esto se necesita usar recursos computacionales de manera
extensiva. Por otra parte, los modelos 1D, a pesar de su simplificacién, permiten el analisis de series
mas grandes de datos en condiciones atmosféricas cambiantes, como el calculo del aprovechamiento
de energia anual [15], por mencionar un ejemplo.

Un modelo del médulo hibrido CPV-TEG de 1D, desarrollado por el equipo del Dr. Pedro
Rodrigo [12,15], nos fue presentado con la base de datos atmosféricos (los cuales detallaremos en el
siguiente apartado), tomados durante un mes, que permiten analizar las eficiencias del CPV-TEG
en condiciones atmosféricas cambiantes a lo largo del dia.

4.1.1. Datos atmosféricos

En 2016, se llevé a cabo un muestreo a lo largo de un mes en el Centro de Estudios Avanzados en
Ciencias de la Tierra, Energia y Medio Ambiente (CEACTEMA), de la Universidad de Jaen, parte
sur de Espafia (37.3°N, -3.3°E). En este muestreo, se usé una estacién meteorolégica con un sensor
de temperatura y un pirheliémetro para registrar la temperatura ambiente y el ancho de banda de
la Irradiancia Normal Directa (DNI) en intervalos de 10 minutos. Simultdneamente, un dispositivo
Medidor de Radiacién SolarSIM-D2 de Spectrafy [23] fue usado para medir y registrar el espectro
directo. Este instrumento es capaz de medir el DNI en seis bandas de longitud de onda y combina
esta informacién con modelos para determinar la DNI espectralmente resuelta a lo largo de un rango
de 280 a 4000 nm en cualquier condicién climatolégica.

En ese estudio, el equipo del Dr. Pedro Rodrigo consider6 una celda solar (con energias de ban
dgap de 1.9, 1.4 y 0.7 eV, respectivamente), con celosias a juego de Galn/GalnAs/Ge. El Factor
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Figura 4.1: Respuesta espectral en las subceldas superior, media e inferior para las células de
Galn/GalnAs/Ge que forman la celda solar

Espectral (SF) serd usado como un indice para cuantificar el impacto espectral en la celda solar MJ.
Este indice se define como [24]:

min;([ EQ) - SR;(A)-X) [ Ex(\)-dA
min;([Ex(A)-SR;(\)-d\) [ E()\) - dx

Donde E()) es el espectro incidente como una funcién de A como longitud de onda y SR(\)
siendo la respuesta espectral de la subcelda. El subindice j se refiere a cada subcelda en el arreglo
(superior, medio o inferior), y el superindice * se refiere a la referencia espectral AM15.d ASTMG-
173-03 [25]. El SR para la celda solar de triple unién se muestra en la figura De acuerdo con
la ecuacién , se calcul6 el SF propio del espectro en cada set de datos. Los histogramas de la
banda ancha del DNI, la temperatura ambiente y el SF obtenidos en la campana experimental de un
mes se muestran en la figura [£.2] El SF de cada uno de los datos de la hoja de datos fue calculado
de acuerdo a la ecuacién y se muestran en la figura

SF =

(4.1)

4.1.2. Descripcién de paneles solares hibridos

La estructura de un receptor solar CPV-TEG considerada se puede observar en la figura La
celda solar estd soldada en una ldmina de cobre de mayor area. Debajo de la capa de cobre se usa
un TEG para convertir parte del calor desperdiciado en electricidad. El TEG es enfriado con un
disipador de calor de aletas. Por encima de la ldmina de cobre se colocé una capa de aislante para
prevenir que el flujo de calor escape en direcciéon ascendente hacia el receptor solar.
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Figura 4.2: Histogramas de DNI, temperatura ambiente y SF registrados durante la campania expe-

rimental de un mes en Jaén, Sur de Espana
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Figura 4.3: Estructura del receptor solar hibrido CVP-TEG enfriado de manera pasiva citeEnergial2

Figura 4.4: Vista ilustrativa de la estructura de un dispositivo termogenerador
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4.1.3. Descripcién del efecto-fotoeléctrico y termo-eléctrico

En 1905, Einstein trata el efecto fotoeléctrico desde un punto de vista nunca antes visto [Einstein,
1905|. Previamente, la luz era concebida como un objeto con caracteristicas de onda cuya energia
se disipaba en el espacio de acuerdo a los principios de la fisica clasica Newtoniana y las teorias de
Maxwell. Einstein propone un cambio al paradigma, hasta entonces establecido, pensando que la
energia de un haz de luz no se distribuye en el espacio creciente de manera uniforme, sino que se
distribuye de manera discontinua en el espacio a manera de paquetes que nombra quanta.

Esta perspectiva novedosa permitié abordar el efecto fotoeléctrico (fenémeno de la liberacién
de electrones por la absorcién de los quanta de luz), observado en el fenémeno de la emisién de
rayos catédicos a través de la iluminacién de cuerpos sélidos (en un subtema traducido como Con-
cerning the Emission of Cathode Rays Through Illumination of Solid Bodies del articulo publicado
en 1905 [Einstein, 1905]). Allf explica que los quanta penetran la superficie del cuerpo y su energia
se transforma, al menos de manera parcial, en energia cinética para los electrones. Esta energia
cinética extra, impresa en el electron, servird para que el electrén se libere de su érbita y asi se
genere una corriente eléctrica. Este principio planteado por Einstein actualmente se aprovecha para
la construccién de celdas solares. Se ha encontrado que el material mas adecuado para este uso es
el silicio (Si).

El efecto fotoeléctrico convierte luz en corriente eléctrica. Para entender la conversion de calor
en energia eléctrica, describiremos el efecto Seebeck. Se le llama efecto absoluto Seebeck al voltaje
generado dentro de un material conductor aislado, cuando se le aplica un gradiente de temperatura.
La manera més clara de visualizarlo seria uniendo eléctricamente dos conductores disimiles y luego
aplicando un gradiente de temperatura a lo largo del objeto formado y se encontrara un voltaje en
las orillas no unidas del objeto [Rowe, 1995]. El material que se usa para aprovechar este principio
es el telurio de bismuto (BiTe).

4.1.4. Propuesta de problema y ecuaciones

Un panel solar hibrido utiliza la tecnologia desarrollada en generadores termoeléctricos, que
aprovechan el efecto Seebeck, para aumentar la eficiencia de la produccién de energia eléctrica a partir
de energia solar. El dispositivo generador hibrido que estaremos tomando en cuenta fue el analizado
por los investigadores P.M. Rodrigo, A. Valeria, E.F. Ferndndez y F.M. Almonacid |[Rodrigo et al.,
2019] y cuyo esquema se puede observar en la figura

El panel estd compuesto por una celda solar que aprovecha la incidencia de energia del sol y
cuenta con tecnologia de concentracién. Al recibir la radiacién solar, la celda se calienta a una
temperatura llamada T,.; (temperatura de la celda). El calor generado por esta temperatura de la
celda es conducido hacia una placa de cobre a través de soldadura. La placa de cobre es usada para
distribuir uniformemente la temperatura en toda su superficie por su alta capacidad de conduccién
térmica. La superficie de la placa de cobre que sobresale de la celda solar se recubre con un aislante
térmico. Esta capa aislante evita pérdidas de temperatura.

Debajo de la placa de cobre podemos observar un arreglo de semiconductores tipo P y tipo N, de
manera alternada, donde se une un lado de los semiconductores, como se ve en la imagen, formando
el termogenerador. Una vista més explicativa de este dispositivo se puede encontrar en la figura [4.4]
El dispositivo termoeléctrico que se ha usado en |[Rodrigo et al., 2019| esta propuesto con un material
de telurio de bismuto (BiTe). El generador ha sido colocado entre dos placas cerdmicas que evitan
pérdidas de temperatura. El gradiente generado entre las placas de ceramica con las variables T
v Teorq €s €l que determina la eficiencia del generador térmico, siendo esta propuesta el ntcleo de la
innovacién pensada para los CPV-TEGs, ya que se genera energia eléctrica adicional incrementando
la eficiencia del dispositivo.
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Se puede observar que en la parte final del dispositivo termo generador se colocé un disipador de
calor con una temperatura Theqt—sink, que esta en contacto con el aire a una temperatura mas baja,
Tair, de tal manera que se pueda mantener el gradiente entre Thot v Teoiq- Segun la investigacion de
Rodrigo et al [Rodrigo et al., 2019|, conviene enfriar los paneles de manera pasiva (con el disipador
y la temperatura del aire Ty;,), ya que es el método mds barato y confiable.

4.1.5. Modelado matematico del panel solar
Sistema de ecuaciones no lineales

El modelo del panel solar propuesto con anterioridad considera como variables de diseno Teei;, Thot, Teotd
y las eficiencias de la celda solar denominada 7). y del dispositivo termogenerador denominada
nrea, por lo que al modelar se obtendra un sistema no lineal de cinco ecuaciones: tres por el gra-
diente generado entre los nodos de temperatura desde T,.;; hasta T, y dos por las eficiencias.

Este modelado resume las ecuaciones en , , , y . Los detalles de este
desarrollo se pueden consultar en |Rodrigo et al., 2019] donde las ecuaciones de las temperaturas
fueron deducidas de la ley para la conduccién de temperatura de Fourier. Las ecuaciones del modelo
se muestran a continuacién.

Tcell - Thot = TNopt * Cg -DNT - (]- - ncell)

|:r L l+A " (Tcop—i_rce’r + Tintercon ):| (4 2)
celt Vol Leelt e 05T Armg - (0 VIt VArsg) '

Acell l
f-Arec krec

Thot - Tcold = Topt * Cg -DNT - (1 - ncell) : (1 - WTEG) ' (43)

Tcold - Tair = Nopt * Cg -DNI - (1 - ncell) . (1 - 77TEG) . Acell'

( Tintercon Tcer

0.5V fArpc - (b- [+ VArec) * Argc

+ Rheatewch) (44)

Ncell = TNeell,ref * SFE - [1 — Yeell * (Tcell - 250)] (45)

B Toota + 273.15 VI—ZT -1
nrec = |1 (4.6)

- A o7 | Teorqa+273.15

Thot+273.15 ]_—ZT"‘W

Los parametros atmosféricos de entrada son el DNI, la temperatura del aire T,;, y el SF. El resto

de parametros del modelo tienen valores conocido, que son tomados del receptor solar analizado

en |[Rodrigo et al., 2019]. La nomenclatura de los pardmetros del modelo, asi como los valores
numéricos usados en este estudio estan indicados en la tabla 411

4.1.6. Solucién del sistema por derivada fraccionaria conforme

Como se ha comentado, el reto fue resolver el sistema no lineal anterior aproximadamente mil
veces, donde cada sistema representa las condiciones atmosféricas tomadas cada diez minutos durante
un mes (DNI, SF y T,;,), utilizando nuestro método de derivada fraccionaria conforme. Se pudieron
obtener los resultados de una manera réapida y sin preocupacién por la cercania de las condiciones
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Parametro Descripcion Valor Unidades
Nopt E ficiencia dptica del concentrador 0.85 Por unidad
Cy Concentracion geométrica 1500 Soles
Teell Resistencia térmica de la celda solar 0.3e — 6 Kﬁ’}“z
Tsol Resistencia térmica de la capa de soldadura 1.603e — 6 Kﬁ’f
Teop Resistencia térmica de la capa de cobre 7.5 — 7 KI;",”2
Teer Resistencia térmica de la capa de ceramica 8.0e — 6 KIX,”2
Tintercon Resistencia térmica del interconector metadlico 2.331le — 7 KI'/‘TZ
Acelr Area de la celda solar 9.0e — 6 m?
ArEc Area termoeléctrica 50.4e — 6 m?
f Factor de llenado del TEG 0.7 Por unidad
b Ancho del termoelemento 0.5e — 3 m
l Largo del termoelemento 0.5 — 3m
krec Conduccion termal TE 1.5 %
Rheat zch Resistencia térmica absoluta del disipador 0.5 W
Neell,ref E ficiencia de la celda solar en condiciones de referencia 0.43 Por unidad
Yeell Coeficiente térmico de eficiencia de la celda solar 0.44446 c-1!
zZT Figura de mérito del TEG 1 Adimensional

Tabla 4.1: Tabla de pardmetros

iniciales a las soluciones de cada sistema. Esta solucién fue obtenida programando nuestro modelo

en MatLab.

A continuacién, se presentan en la tabla[f.2]los resultados del desempeno del modelo para obtener
las soluciones. Se puede observar que para tres niveles de DNI, alto, medio y bajo, se pudo obtener
la solucién con la misma condicién inicial, la misma « y las mismas iteraciones N que son muy
bajas. Estas soluciones se compararon con el método de derivada fraccionaria de Riemann-Liouville
o Pseudo Newton Fraccionario los cuales se presentan en la tabla[4.3] donde las soluciones de ambos
métodos son practicamente idénticas.

Condiciones ! Xo I1f (Xo)ll XN

DNTIAlto  0.9450 [86.0,72.0,35.0,40.00,2.00] 145.06 [83.2,79.0,23.9,41.84,2.87]
DNIMedio 0.9450 [86.0,72.0,35.0,40.00,2.00] 144.86  [70.6,67.3,23.1,40.41, 2.35]
DNIBajo 0.9450 [86.0,72.0,35.0,40.00,2.00] 145.97 [53.3,51.2,22.1,31.83,1.60]

XN — XNl [fFEXMI N

1.3149¢ — 3 1.2552e -3 9

1.8368e — 3 1.0968e —3 9

0.3237e — 3 2.2618¢ -3 9

Tabla 4.2: Resultados del método FNRCM para tres condiciones analizadas, donde: « es el orden
de la derivada; X es el vector independiente de variables; f(X) es el modelo de la funcién; 0 es la
condicion inicial; NV es el niimero de iteraciones.

A continuacién se presentan algunas gréaficas que se obtienen gracias a la solucién de los cerca
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Condiciones o Xo I|.f(Xo)l XN

DNIAlto 1.0661 [82.6,78.6,27.2,43.00,2.00] 4.5347 [83.0,78.8,23.9,41.85,2.86]
DNIMedio 1.0541 [69.6,67.3,24.1,41.00,3.00] 1.5000 [70.4,67.1,23.1,40.42,2.34]
DNIBajo 1.0391 [53.7,50.2,19.6,25.00,3.00] 7.0300 [53.3,51.1,22.1,31.83,1.59]

[ Xv = Xnoall (XN N

3.9032e —3  9.4352e —3 2939
6.9000e —3  9.1900e — 3 4465
2.4200e —3  9.9700e —3 5265

Tabla 4.3: Resultados del método de Riemann-Liouville para tres condiciones analizadas, donde: «
es el orden de la derivada; X es el vector independiente de variables; f(X) es el modelo de la funcién;
0 es la condicién inicial; N es el numero de iteraciones.

de mil sistemas de ecuaciones no lineales del modelo hibrido CPV-TEG que aportan para el anélisis
del diseno.

Una grafica presenta la variacién de la eficiencia global 1 durante los treinta dias de la recopi-
lacién de datos. La eficiencia maxima se alcanza a las primeras horas de la manana, contrario a la
nocién intuitiva que serfa pensar en la maxima eficiencia con la méaxima cantidad de raciacién DNI
en las horas medias de la tarde. Se puede observar que hubo perturbaciones los dias 15, 16, y 28-29.

En la figura se presentan las tres eficiencias del dispositivo CPV-TEG (ng, nepv, Mrec);
en el eje del lado derecho se encuentra la escala para las eficiencias global y CPV, y en el eje
izquierdo la escala correspondiente a la eficiencia del dispositivo TEG, las cuales se obtienen al
resolver los sistemas de ecuaciones no lineales con nuestro método FNRCM, correspondientes a las
condiciones iniciales del periodo de un dia. Se hace notar que la eficiencia del panel baja conforme la
temperatura incrementa al transcurrir el dia; se observan dos méaximos y un minimo. Pedro Rodrigo
ya ha comentado que estas variaciones son causadas por variaciones en la temperatura de la celda.
Los méximos se dan al inicio de la manana y un par de horas después del mediodia. Se presenta
un s6lo minimo a la hora de méxima temperatura de la celda. Se puede observar que los puntos de
inflexién coinciden con los méaximos y se aprecia la simetria par respecto al minimo. Esta grafica
es una buena referencia para futuras modificaciones al prototipo con el objetivo de incrementar la
eficiencia global. Por otro lado, se observa la eficiencia del dispositivo TEG, que alcanza un sélo
maximo en el dia, sin cambios en su concavidad.
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Figura 4.5: Gréfica de los datos obtenidos en el dia 8. Las gréficas de eficiencia del dispositivo CPV
y la eficiencia global corresponden al eje de la izquierda, mientras que la grafica de la eficiencia del
dispositivo TEG esta con respecto a la escala del eje de la derecha.
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4.2.  Solucién del modelo de Tauer!|de analisis de opciones reales mediante
el enfoque FNRCM

Cuando un productor estd evaluando un proyecto, es importante considerar cémo la incertidum-
bre resulta una variable importante en esta época de COVID, dado que los horizontes de tiempo
a los que llamamos corto, mediano y largo plazo se acortan a medida que la incertidumbre crece.
Esta aplicacién resuelve un problema de inversién tecnoldgica en el sector agroindustrial. Se necesita
decidir dada una inversién inicial en tecnologia y tomando en cuenta los resultados en un horizonte
de tiempo t, si detener el proyecto o seguir invirtiendo.

El modelado de este problema se hace tomando como base que la inversién tecnoldgica tiene un
comportamiento Browniano. En el siguiente apartado, se detalla el modelado que se resume en un
sistema de cuatro ecuaciones no lineales que hemos resuelto con nuestro método propuesto FNRCM.

Asumimos que la inversion en tecnologia influye en la capacidad de produccién y ésta genera
necesariamente gastos que se conocen como sunk costs. Desde otra perspectiva, el productor puede
estimar su produccién tomando como pardametros los precios del bien producido , costos de su
producto y el rendimiento de su inversiéon. Sin embargo, estos valores cambian a lo largo del tiempo
debido a su volatilidad y méas en tiempos de incertidumbre. Por esto, los productores se enfrentan
a la toma de decisiones en escenarios de incertidumbre. La teoria sobre inversiones, que se tomé
como base en estos escenarios, la presenta Dixit en [Dixit and Pindyck, 1994, Dixit, 1989] y propone
un modelo que determina los puntos en donde deberia reinvertir (expandir), o terminar el proyecto
(cerrar la produccién). En el siguiente apartado se explica el modelado.

4.2.1. Modelo econémico-financiero en tiempos de incertidumbre

El modelado financiero que presentaremos parte de la consideracién del ingreso como movimiento
Browniano y se ha desarrollado méas a fondo de acuerdo con las aportaciones hechas por Dixit y
Pindyck [Dixit and Pindyck, 1994], Tauer [Tauer, 2004] y Brambila [Brambila Paz, 2011]:

dl = (pdt + cdW) I, (4.7)

donde:

I : Ingresos,

@ Promedio del precio del bien a producir,

o : Desviacién estandar del precio del bien a producir,

dt : Incremento en el tiempo,

dW : Variable que sigue de un proceso de Winner, con N — (0, dt)

Los datos p y o, que son caracteristicos del bien a producir, se obtienen facilmente en una buisque-
da en medios electrénicos. El ingreso (I) tiene una distribucién Movimiento geométrico Browniano
en su forma diferencial. Un ejemplo de la gréfica de movimiento Browniano unidimensional se puede

ver en la figura

1 |Tauer, 2004
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Figura 4.9: Ejemplo de movimiento Browniano en una dimensién

Funcién complementaria del valor del proyecto

Dixit y Pindyck [Dixit and Pindyck, 1994] desarrollaron (en 1994) un modelo de entrada y salida
de opciones que expresa a V(I,t) como el valor de la opcién V', con la inversién I, en el tiempo ¢.
Al expresar el dV en una serie de Taylor con variables I y ¢ tenemos que:

2 2
av = V(Io,t0)+a—vd1+a—vdt+ = {?912 (dI)? + <8Vavdldt) 382

2
oI ot oI ot dt } (48)

al sustiturir [4.7] en 4.8y considereando que V (Iy, to) = 0 y usando los términos hasta el orden 2,
se obtiene:

dV = %(,udt +oIldW) + %—‘Zdﬁ
+ ald (pldt + ocIdW)? + 2 o av( Idt + aldW)dt | + idt2 -
o T or ot MY o
desarrollando,
2
dv = o — (pldt + oIdW) + 8—th + 78—( 12dt? 4 2uo IPdtdW + o*T2dW?)+
oI ot 2 OI2 (4.10)
oV ov 10%V ., )
+ ﬁa(uldt + O'IdW)dt + 5@6#
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aVv 1% ov 10%V

2V ., PV 102V,
Spap it + S o ldWdt + 5 = di

2 1 2
prr2de? + ov poI?dtdW + 7a—V0212dW2+

v oI? 2 017

(4.11)
+

dt | dWy, | dwy,
dt 0 0 0

AWy | 0| dt | pidt

det 0 pwdt dt

Tabla 4.4: Donde dW; json diferenciales de Procesos de Wiener o Movimientos Geométricos Brow-
nianos y p;; es el coeficiente de correlacion entre dWj; y dW,.

Utilizando la tablade multiplicacién para la diferenciacién estocdstica publicada en [Martinez Pa-
lacios, 2008] [Martinez Palacios, 2012] obtenemos:

oV oV oV 10V 4,
Agrupando dt y dW resulta:
ov ov. 19*°V , , ov
Al ser este un problema con un horizonte de tiempo infinito entonces la variable ¢ no es una
variable de decisién y por lo tanto la derivada 2 = 0 [Tauer, 2004].

Denotando:
oV
YT V(D)

' 0%V
2

o =V

obtenemos que:

dv = (V(l)(I),uI + ;V(z)(1)0212> dt + VO (DoIdw. (4.14)

Tomando el valor esperado E(dV'), notamos que es directamente el valor de la parte del diferencial
dt ya que el valor esperado de dW es 0. Tauer |[Tauer, 2004] hace notar que el valor esperado de esta
funcién en ¢ = 0, que denotamos como E(dV (1)), debe ser ajustada por {Vy(I)dt donde [ es la tasa
ajustada diferente a la libre de riesgo que proponen Dixit y Pindick llamada long-term real interest
rate, por lo tanto, se puede expresar ajustado como:

E(dVy) = (V(l)(I)uI + ;V@)(I)0212> dt — IVy(I)dt (4.15)

Como lo muestra Dixit [Dixit, 1989|, en 1989, la forma de la solucién general de esta ecuacién
es:
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Vo(I) = AI® + BI¢, (4.16)
con

2
1 1 1
= —— _ g2 — — g2 2
b 2 (,u 20) \/<u 20) + 202l | <0,

2
1 1, 1
a=—— <,u—20)+\/<u—202> +20% | >1,

Cabe mencionar que A y B son pardametros constantes cuya determinacién debe ser hecha asu-
miendo que ! > p. [Brambila Paz, 2011].

Considerando las condiciones iniciales para el tiempo cero, se obtiene que si I tiende a 0 entonces
A necesariamente es 0 ya que b < 0y a > 1, por lo que Vy(I) queda como:

Vo(I) = BI® (4.17)

En el tiempo 1 el valor esperado E(dV;) donde ¢ es annual production cost del ingreso I se
obtiene la ecuacion:

E(dVy) = IVi(I)dt — (I — ¢)dt (4.18)

La funcién del valor total del proyecto

La ecuacién pasada tiene su solucién general, propuesta por Dixit |[Dixit, 1989], de la siguiente
forma

I
V()= AP’ + BI* + = — £, (4.19)
—p
I
Donde AI® + BI® es el valor de la opcién por abandonar el proyecto y —— — ¢ es el valor

l— l
presente de los ingresos netos. Si I tiende al infinito, entonces el valor de la opcién'ude abandono del
proyecto llega a 0, esto porque b < 0 y a > 1. Por lo tanto con las condiciones anteriores para ¢t = 1
del valor de la opcién propuesta por Tauer |[Tauer, 2004] se satisfacen si B = 0, por lo que V(1)
queda como:

I c
Vi(I) = A" + — — . 4.20
Deduciendo las condiciones para el investment trigger point (punto de incremento de la inver-
sién) H y el abandonment point (punto de abandono del proyecto o salida) L con k como el costo

de inversiéon obtenemos que:

VA(H) — Vo(H) = & (4.21)
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Derivando la ecuacién anterior obtenemos que:

vV mE) - v (H) =0 (4.22)

De manera analoga usando el punto de abandono L, tenemos que

Vi(L) = Vo(L) = —x (4.23)

donde x es el cost of abandoning the investment k. Derivando la ecuaciéon pasada se obtiene que:
v —viP(L)y =0 (4.24)

Sistema de ecuaciones no lineales.

Resumiendo obtenemos que:

Vi(H) = Vo(H) — k=0
W) - Vg (H) =0
VA(L) = Vo(L) +x =0
(L) - (L) =0

(4.25)

Finalmente, sustituyendo H en las ecuaciones (4.17)) y (4.20) y sustituyendo estas ultimas en
4.21)) v (4.22), para luego sustituir el valor L en las ecuaciones (4.17)) y (4.20) y sustituyéndolas en
4.23)) v (4.24]), obtenemos un sistema no lineal de cuatro ecuaciones con cuatro variables (H, L, A, B).

AHY + zi - % — BH" =& (4.26)
—p
AbH ! — % — BaH" ' =0 (4.27)
L
BL* ~ AL" — ==+ ; = (4.28)
7!
BaL*' — ALl — 1 — (4.29)
l—p

El sistema anterior se puede reescribir de la siguiente manera:

(H’ L, A, B)T = ([1‘]1, [1‘]2, [$]37 [‘T]4)T )

[w]slalt + L — ¢ — [aa[a]g = &
b=l L gla]yfx]?t =
el — ol =<0 »
elalels — [elolol} — (22 + ¢ = x
afelalelf ™ — blelsfelt — 2 =0



donde se puede tomar el siguiente acomodo de pardmetros:

W 1 " 1
A R R R
7 1 " 1
3= S To5Tp G=—"3=5Fp ,
1 c c
a5 = 77—, ag = +Ka ar =7 —X
l—p l

con

2
B w1 21
p= \/(02 2) * o2’
y sustituyendo estos dltimos pardmetros en (4.30]) se obtiene:

—ai az

— [z]a[a]1* — a6 =0

- a2[$]3[;p]‘f4 + a5 = 0

2+ [a]a[z]; ™ — [x]s[z]3? —a7z =0 (4.31)
— agfals[z]yt +a5 =0

que corresponde al modelo matemético de inversion en escenarios accidentados. Este modelo fue
aplicado por Tauer para el caso de los productores de leche |Tauer, 2004].

4.2.2. Solucién del sistema por derivada fraccionaria conforme

Asumiendo el sistema (4.31) tiene los siguientes valores para las constantes:

a1 = 0.5355

as = 1.5808

az = 1.5355
as = 0.5808

as = 18.9753

y considerando valores particulares para las constantes faltantes como sigue entonces obtenemos
con el método de Newton-Raphson Fraccionario Conforme Multivariable, los siguientes resultados:

Se pueden escoger valores de la tabla[L.7y con el método antes propuesto obtener los resultados
mostrados en la tabla 4.8

Estos resultados obtenidos utilizando el método propuesto en esta tesis pueden ser compara-
dos con otros obtenidos con el método conocidos como Pseudo-Newton. Se podra observar que los
resultados son practicamente los mismos y que, sin embargo, se puede apreciar una diferencia signi-
ficativa en el nimero de iteraciones. Los resultados mostrados a continuacion fueron obtenidos con
los mismos valores planteados para las constantes antes mencionadas. En seguida, se presentan los
resultados diferentes para hacer la comparacion.
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ag ar [zo]1 [z0]2 [zols  [wola  |[f(z0)ll2

451,474 396,499 35,000 15,000 0.05 4.5e7 3.87223e5
706,975 652,000 35,000 15,000 0.05 4.5e7 7.08858ed
598,655 582,680 35,000 15,000 0.05 4.5e7 5.81441ed
506,975 452,000 35,000 15,000 0.05 4.5e¢7 4.52019e5
633,603 578,628 30,000 14,000 0.043 2.8e7 5.5348e5

U W N =

Tabla 4.5: Se le dieron valor diferentes a ag y a7 junto con algunas condiciones iniciales zy. Las
condiciones iniciales se dejaron fijas en todas las corridas, salvo en la dltima, para demostrar que las
condiciones iniciales pueden ser variadas y que el método converge atin asi a la misma solucion.

(6] [-Tn]l [xn]2 [xn]B [‘rnh

0.98 41,844.57092309 11,857.32126206 0.0228363 35,613,827.36
0.96 60,324.4351123  20,727.9953173  0.0180718 77,668, 383.29
0.98 43,561.70320225 20,925.4223770  0.0207986 67,188,935.83
1.02  45,951.77396490 13,741.03694384 0.0215069 43,742,652.99
1.02 55,117.71565436 18,133.15924682 0.01914455 64,424,579.86

S W N~

|lzn —anallz lf@a)llz n

7.37813e —5  4.7823e—7 25
9.86743e —5  1.40956e —6 164
7.19512¢e — 5  3.85216e—7 35
4.60353e —6  8.71723e —5 57
9.772407e — 7 2.853292e — 7 68

Tabla 4.6: Resultados obtenidos usando el método de Newton-Raphson Conforme Multivariable con
e=e—4.

| as az [zol1  [zol2  [[f(20)ll2

451,474 396,499 15 20 6.00379e5
706,975 652,000 17 18 9.61232e5
598,655 582,680 9 16 8.35072e5
506,975 452,000 5 19  6.78951ed
633,603 578,628 11 12 8.57733e5

T W N

Tabla 4.7: Valores diferentes para ag y a7 junto con algunas condiciones iniciales zg.
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(67

[xn]l

[xn]2

0.26131
0.25628
0.23116
0.27136
0.24623

T W N =

41, 844.57090443
60, 324.4350877
43,561.70316013
45,951.77394332
55,117.71562961

11,857.32126593
20, 727.99532223
20, 925.42239162
13,741.03694719
18,133.15925118

[|[Zn — Zn—1]]2

f(@n)ll2 m

6.94046e — 6
5.03627¢ — 6
7.21678e — 6
4.60353e — 6
6.19923e — 6

6.96414e — 5 78
8.61788¢ —5 85
8.66393e —5 128
8.71723e — 5 105
9.26936e — 5 83

Tabla 4.8: Resultados obtenidos con el método de Pseudo Newton y con € = e — 4.
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Capitulo 5

Ecuaciones diferenciales parciales
fraccionarias

En este capitulo, veremos las ecuaciones diferenciales parciales fraccionarias iniciando con la
solucion de la ecuacién diferencial de una masa en caida libre con friccién. Estos calculos nos servirdan
para comparar la solucién fraccionaria con la solucién entera de primer orden. Se introduce el
concepto de la funcién Vega-Brambila para resolver esta ecuacion en el caso donde la derivada
fraccionaria alfaésima, «, varie en el tiempo; de tal manera, que se pueda presentar el modo de
resolver la ecuacién diferencial de primer orden con exponente fraccionario variable en el tiempo.

Una aplicacién que también consideramos importante presentar es la ecuacién de flujo de calor
de Fourier, donde mostramos la solucién clasica a modo de la ecuacién de primer orden, una solucién
numérica por el método de diferencias finitas y otro por diferencias finitas fraccionarias.

Por ultimo, presentamos el calculo fraccionario aplicado a la industria petrolera donde se han
hecho ya muchos estudios en este campo realizados por Benito F. Martinez, Fernando Brambila,
C. Fuentes, F. Alcintara Lépez, Anthony Torres Herndndez y J. Lépez Estrada. Tristemente, se
han provocado algunos desastres naturales causados por el petréleo, como el caso del derrame de
British Petroleum cuya crénica elaborada por GreenPeace narra que, el veinte de abril de 2010, una
plataforma petrolifera de la British Petroleum (BP) explotd, matando a 11 de los trabajadores de la
plataforma y vertiendo decenas de miles de barriles de petrdleo en el Golfo de México. El pozo de
petroleo de la plataforma Deepwater Horizon de BP, situado a mds de 1.500 metros de profundidad,
vierte actualmente entre 675 y 13.495 toneladas de petréleo cada dia en el Golfo de México. Este
vertido supone un gran dano para las comunidades que viven en esa costa, para las frdagiles marismas
y las aguas del Golfo. Se cree que el vertido de petrdleo de BP llegard a causar darios a largo plazo en
las costas de Luisiana, Alabama, Misisipi y Florida, y que altere de manera irreversible el ecosistema
de la zona del Golfo de México. Se trata de una zona de inmaculados ecosistemas y algunas de
las reservas naturales mds valiosas del pais. El Golfo de México es el hdbitat natural de cientos de
especies y, cada ano, unos cinco millones de aves migratorias atraviesan la region. Segun el periddico
The Times-Picayune, la zona amenazada es una zona de descanso para el 70 % de las aves acudticas
del pais, entre las que se encuentra el Pelicano pardo, el ave oficial que representa al estado de
Luisiana. Ademds, existen muchas especies en peligro de extincion que dependen de las aguas del
Golfo, como la fragil poblacion de Atin rojo, cuatro especies de tortugas marinas, seis especies de
ballenas, tiburones y delfines. |Greenpeace, 2009]

Todo esto pudo haberse evitado si no se hubiera mezclado el conocimiento inexacto de la presién
de salida del petrdleo con la ambicién econémica desmedida.
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Las derivadas fraccionarias se usaron para resolver el problema de extraccion logrando disminuir
el error del célculo de la presién de salida. Suponemos, que si se hubiera conocido la presién de salida
de manera mas precisa, se hubiera concluido que no hay tecnologia que sea capaz de controlarla y
en consecuencia no se hubiera hecho la perforacion.

5.1.  Un ejemplo de la aplicacién de las derivadas fraccionarias en la solu-
cién de una masa en caida libre con friccién

En esta seccion se resolvera la ecuacion diferencial que modela la caida libre con friccién de una
masa de la forma y'(t) + ky(t) = f(t) por derivadas fraccionarias. Por andlisis de fuerzas de Newton,

> F =ma,

dy(t) _ . d>y(t)
mg—Cog T Mgz

o bien, derivando y con respecto de t para tener la velocidad como variable, obtenemos que

mv'(t) 4+ cv(t) = mg. (5.1)

Ahora aplicando la derivada fraccionaria para la primera derivada:

mo®(t) + cv(t) = mg, (5.2)
donde v(0) = vy.

Al aplicar la transformada de Laplace en la ecuacién (5.2)) tenemos que:

L{mv*(t) + cv(t) = mg} = mL{v*(t)} + cva(s) = % (5.3)
Sabemos, que la L{v*(t)} es igual a
L{oDio(t)} = L{T™"v(t)},
(5.4)
L{D™I"[~*v(t)} = L{D™ " *v(t)t}.
Por otra parte, también sabemos que
L{F'(t)} = sF(s) = £(0),
L{F"(t)} = s*F(s) — sf(0) — £(0),
L{F"(t)} = s°F(s) — s*f(0) — s£"(0) — £"(0),
L{F"(t)} = s"F(s) — s" 1 f(0) — 2 f(0) = 73 f7(0) - . — FD(0),

y de lo anterior, se podria concluir que
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Por lo tanto,
n—1
L{D"I""%v(t)} = s™v(s) — Z 5"y (0)
k=1

ysi0<a<1lyn=a«asededuce que la transformada de Laplace de v® es,

L{v(8)} = s*v(s) — g2y s Fok1(0)

= s%(s) — s* 1o (0)
= s%(s) — s* Luy.
Con lo anterior, ahora se hace la transformada de Laplace de la ecuaciéon (5.2)
mg

L{mv* + cv = mg} = m [s*v(s) — s* o] + cv(s) =

y se despeja v,(s) y se simplifica,

ms®v(s) + cv(s) = "L 4+ ms* oy,

(ms® + c)vg(s) =

mg a—1
—-+ms Vo

9+ ms* g,

’Ua(S) = ms®+c ’
_ mg ms®vg
va(s) — s(ms®+c) + s(ms®+c)?
— g s%vg
Va(8) = sy + Sy
s Ly
(")

vals) = sty +

Sabiendo que L{E, 1(at*)} = % y que a = —¢ entonces,
( ) o gsa71 + 1)08‘171
Va\S) = 550 1(s0 1 2) (so¥ =)

vals) = & (g ) +00L{Ean (a%)).

Se toma que la transformada de Laplace de un monomio con un exponente es:
i
Oy
E{t } o0+

se puede decir que,
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va(s) = G L0 V£ B (1)) + voL{ Eay (at®)}

= F(a) L{ta 1}E{Ea l(ata)} + UOE{Ea 1(ato‘)}
(5.11)

= iy £ /0 (t = u)* " Eg(au®)du} +voL{Ea,1(at®)}

Ahora aplicando la transformada inversa de Laplace a la ecuacién simplificada,

L7 va(s) = ¢ g 15{/ ) By (au®)du} +vo L L{E 41 (at®)}
(5.12)

Vo (t) = F(a) /0 (t —u)* By 1 (au™)du + voEy 1 (at®).

Recordando la funciéon Mittag-Leffler que se define como

E:OF ak+1

entonces, se puede decir que

t & a\k > a\k
g a1 (au®) (au®)
t)y=—=—— [ (t— —— 7 4 ——
v(t) I‘(a)/o( v) I;)F(ak—i—l) ”*“Ogr(akﬂ)’
y denotando

a)k:

B > (au
@_Uokzzol‘(ak+l)’

y asi obtenemos,

t oo au k
U(t)z%/o (t—u)a-lzr((akll)dw@

k=0

t
oS} a® ak a—
= 5 Yol rie T /O uF (¢ — u)* rdu + @
(5.13)

t
00 ak ok Uy 11
:%Zk:om/ou (1*¥) t* ldu+ &

tcxl

t
ak U\a—1
1“(oz) > k=0 Tk D / u™ (1 — ;) du + &.
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Para simplificar, se hacen los siguientes cambios de variable:

rt=u Siu — tr —

du = tdx Siu— 0z — 0

y obtenemos,
ko1 1 Tt a—1
ol0) = iy S0 ity [ @0 (1-F) dsvo,

1
e8] aft> akak a—1
zirga)zkzoir(a;m/o (1 —2)* dr + &,
(5.14)

ak ak+a

1
=93 ke0 T(O) @RI /0 z** (1 —2)* 'z + @,

1
00 a avk o o a—
=g, 7F(((1)t1“()111:+1)/0 (1 = 2)* Vda + @.

Se resuelve la integral de la ecuacién (5.14) por métodos clésicos,

1
/ % (1 — ) ldu, (5.15)
0

derivando z®* hasta el infinito,

ak)xakfl
(ak)(ak — 1)zk=2,

(ak)(ak —1)(ak — 2)zvF—3 , (5.16)

(k) (ak — 1) (ak — 2) - (dk — vk + 1)k =ok — (k)]

y se integra el polinomio (1 — z)*~! iteradamente,

(1—z)*

(1_m)a+1
ala+1)
lfx)o"*'2

T ala+rD)(a+2) (5 17)

(1_z)o:+o4k71
ala+1)(a+2)--(a+ak—1)

(1_x)o<+ak

ala+1)(a+2) - (atak)

96



De lo anterior se puede concluir que,

1
/ %1 — ) ldx =
0

_ 2 1-a)*  ak@* T a-2)*t (ak)(ek—1)z**"2(1-z) _  (ak)l(1-z)*tek ! (5.18)
a ala+1) ala+1)(a+2) alat+1)(a+2)-(atak) 0
_ (ak)! _ (k) (a=1)!
T (@)(a+1l)(a+2)--(atak) T (atak)!

Se sustituye el resultado de la ecuacién ((5.18]) en la ecuacién (5.14)

a oo at®)* k) (a—1)!
Va(t) = gt* 3 ko T a()F(a)kJrl) (a(a)Jr(gk)!) + 9,

_ at I'(ak+1)IN'(«
=9t" 300 ( () (a)kﬂ) F(a+ak+(1)) + @, (5.19)

e (at®)*
=g Zk:0m+@

y si tomamos a = —<

m’
va(t) = gt® i _ )t T+ Z > (5.20)
= T(a +ak+1 k+1

y sustituyendo la notacién sigma por la de la Mlttag-Lefﬂer obtenemos que

—C C
Va(t) = 9t E(q.as1) <mt“> + 0B (—=t7) (5.21)

Esta es la ecuaciéon de la velocidad de una masa en caida libre con friccion de forma fraccio-
naria que es preferible contemplar de manera adimensional o multiplicarla por una constante de
compensacién para evitar desasosiego (que seguramente causard a los fisicos).

De la ecuacién anterior, habria que esperar con a = 1 nos diera la solucién analitica cldsica. A
continuacién mostraremos el desarrollo.

Sea a =1
LS (E & (s
k=0 k=0
Si se utiliza la notacién O = —=¢,
_ - 2
o(t) gtkzzor(k+2)+vokz:;nk+l) (5.23)

Ahora bien, por la definicién de la funcién Gamma I'(z) = (z—1)!, podemos deducir que I'(k+2) =
(k+1)!'=(k+1)k! y que I'(k + 1) = k! y por lo tanto,

t) = gt _ —_— 5.24

0= oy T2 T (5:24)
k=0 k=0

Comnociendo la serie de la funcién e* donde
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o Mk
o_y
€= Z k!
k=0
identificamos que podemos hacer una sustitucién en la ecuacién (5.24)) para obtener

oo k
=gty —— H
v(t) gkz:;)k!(k-i-l)_'—w)e

Ahora simplificaremos el otro término en forma de sumatoria tomando en cuenta que

Sk:Zk!(kJ+1) _g(kﬂ)!’

k=0 k=0

ysin=k+1—=>k=n-—1,

(o) o (o)
gr-t aro—t 1 ar 1
’ nZJ;O nl nz::l n! O nz::l nl ol

utilizando nuestra notacién de estructura [ y simplificando, obtenemos:
v(t) = gt [§] (€9 — 1) 4+ vge",
O
=gt (%) + vpel,

O
_ gte gt O
-0 T ve,

= o8t - ] -
c m, m,
v(t) = e m! {vo - —g} mng
c c
Sit=0
m, m
U(O):vo——g—k—g:vo.
c c
se cumple la condicién inicial que v(0) = vg
ysit— o0
lfm e—it |:U0 _ @:I + @ — @
t—o00 C c Cc

es claro que la velocidad terminal serd igual a ™
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5.2.  Funcién Vega-Brambila

Una ecuacion diferencial fraccionaria puede aceptar que el pardmetro a dependa del tiempo;
en otras palabras, que puede ser expresada como «(t). Estos cambios de la derivada fraccionaria,
dependientes del tiempo, podrian plantearse en algunos modelos. Un caso seria la perforacién de un
pozo petrolero que va cambiando por las diferentes capas que conforman el suelo. Para esto y para
modelar un problema con « variable en distintos tiempos definimos la siguiente funcién.

La funcién Vega se define como

Mf)nWAP@»/QJP<Z>AﬁﬂP<ij) (5.30)
at") = Vi, (P()) = KA, P (fj) Ay ety (5:31)

donde n es el nimero de intervalos, t; es el tiempo final e 7 es el contador que va desde 1 hasta
Ejemplo:

Si P(t*) =t*2, 0 < t* <8y n=4,

P() = 17%a(t") =0 Ve, FOVS(2) = AL k1 (5) = kAL 7(20) (53)

Para k&

;o st0<tr <2

L osid<t*<6 (5.33)

(2)

kf(4); si2<t*<A4
(6)
(8)

Lf(8); si6<t*

IN
o0

4k; st 0 <t* <2
16k; si2 <t <4
ot") = 36k; sid<t*<6 (5-34)

64k; sib<t* <8
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5 si0<tr <2
1 osi2<tr <4

ot") = 2. sid<tr<6 (5.35)
1, si6<t*<8

En la seccién anterior, se resolvié la ecuacién diferencial de caida libre con friccién (5.2)), cuya
solucién general es la ecuacién (5.21)). Con lo anterior, podriamos ahora resolver la ecuacién:

mv®® + cv = my.

(5.36)

Considerando a «(t) como la funcién definida en ([5.32), obtendremos la siguiente ecuacién dife-

rencial fraccionaria con « variable en el tiempo:

mvﬁ—kcv:mg; s10<tx <2
mv%—i—cv:mg; 512 <tx <4
muis +cv =mg; S14<tx<6 (5.37)
mo' +cv =mg; 6 <1tx<8
y de la ecuacion , obtenemos la solucién a este problema con « variable.
va (1) =gt By 1) (5£075) + 0B 1) (—t76) g0 < 5 < 2
vi(t) = gt B sy (Z543) + v B 4)(—£t4) [si2<tx<d 5
v (t) = gt B ) (S2410) + w0 B 1) (—tis) (814 <tr <6
v(t):e_mt[vo—%]—f—”% ;8516 <tx <8

5.3. Ecuacién de flujo de Fourier

Fourier, nacido en 1768 en Francia, hijo de un sastre, estudiante de una escuela militar antes de

convertirse en profesor de matematicas, demost

r6 cémo la conduccion del calor en cuerpos sélidos

puede ser analizada en términos de series matemadticas infinitas [Struik, 2017].

Una de nuestras inquietudes es la solucién

de la ecuacion de flujo de Fourier, la cual es una

ecuacion diferencial en derivadas parciales. A continuacién, se presenta en una y dos dimensiones, y

se puede generalizar con el uso del Laplaciano.

AT __ 1.29%T

bt k o0x2

oT _ 1.2 (9*T | 9T (5.39)
ot k (812 + Byz)



la cual se representa como,

or
— =k*VT 5.40
ot (5.40)
La solucién de Fourier, para ([5.40) en una dimensién (en un alambre), la encuentra suponiendo
que T'(z,t) = X(x)T(t). Considera algunas condiciones iniciales llamadas condiciones de contorno o

de frontera donde:

T(0,1) = 0,
T(,t) =0, (5.41)
T'(z,0) = f(z),

con esto, y por separacién de variables, se puede resolver el problema con la serie que lleva su
nombre, la Serie de Fourier.
X

En esta seccién, deseamos responder a las pregutnas: jserd posible resolver la ecuacién de flujo
de Fourier con célculo fraccionario?, jexistird algin método que pueda aprovecharse para distintas
aplicaciones de esta ecuacion?

5.3.1. Solucién de la ecuacién de flujo por el método de Fourier

A continuacién, presentamos la solucién clédsica de la ecuacién de flujo, ya que serd una buena
referencia para el desarrollo de la solucion de la ecuacion con derivadas fraccionarias.

Considere un alambre de longitud L en el tiempo. Utilizando la ecuacién de flujo de Fourier,

ou , 02U
R (5.42)
con las siguientes condiciones iniciales,
U,t)=0=U(L,t),t >0,
(5.43)
U(z,0) = f(x), z €0, L].
Ahora suponemos que la solucién U(z,t) es el producto de X (z)T(t) y por lo tanto
U(z,t) = X(x)T(t), (5.44)
. y para obtener la forma de la ecuacién (5.42)), necesitamos obtener las derivadas parciales %—(t] y
5t
ou
9 = X'(a)T (1),
(5.46)

PU — X" (2)T().

ox2 T
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si sustituimos las ecuaciones resultantes ([5.46]) y (5.45)) en (5.42)), entonces obtendremos que

X (2)T'(t) = k2 X" (2)T(t), (5.47)
evaluando las condiciones iniciales tendremos,

U(0,t) = X(0)T(t) =0,
U(L,t) = X(L)T(t) = 0, (5.48)

y despejamos de la ecuacién ([5.47) para obtener,

T'(t)  K2X"(x)
Tt  X(x)

= (5.49)

Si tomamos % = A de la ecuacién (5.49)) podemos decir que:

T'(t) — AT(t) = 0,
-

) _

T(t; = Ak2,

LnT(t) = A\k*t + C, - (5.50)
T(t) = eAtk2+C,

T(t) = CeM™t,

T(t) = Cek*M

21
Y si tomamos ~ j({(w()m) = A también de la ecuacién (5.49) podemos decir que,

X"(z) —AX(z) =0,
X"—AX =0,
(5.51)

m2 —A =0,

m = +vVA.
Para satisfacer las condiciones iniciales, se tiene que A < 0 y por lo tanto,

X(z) = ChrcosVA z + CasenVA x

que para C1, Cy,

102



X(0)T(t) = X(L)T(t) = 0,
Ula,t) = X(2)T(0), | (5.52)
= (Clcosﬁx + C’gsenﬁx) Cek*M

De la condicién inicial X (0)T(t) = X(L)T'(t) =0,

como C' # 0, se tiene que C; =0

Csseny/ “ALCeR N = 0,
vV—AL =nm,

- o
5.53
U(z,t) = (C’nsen%:v)e’“%‘t7
k271.27'r2
Uz, t)=>", Cpsenfxe” 12 ¢
U(z,0) = f(z)

Z C’nsen%x = f(x). (5.54)

n=0

Es claro que la ecuacién (5.54) es la serie de Fourier para f(x), la cual es impar y se pueden
aprovechar estas propiedades.

5.3.2.  Solucién de la ecuacién de flujo por el método de diferencias finitas

Al resolver las ecuaciones con derivadas parciales por el método de diferencias finitas, las derivadas
se sustituyen por diferencias correspondientes:

oU(z,t) Uz + h,t) —Ulx,t)

~ 5.55
83} h ) ( )
y para la segunda derivada:
2*U(z,t) . 1 [U(z+ht)=U(z,t) U(a:,t)fU(xfh,t)}
Ox2 ~h h h ’

(5.56)

. U(z+h,t)—2U(z,t)+U(z—h,t)

~ h2 9

andlogamente
t+1)—U(x,t

oU (x,t) ~ Uz, t+1) (z, ) (5.57)

ot l
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Por lo tanto, para encontrar la solucién de la ecuacién:

oU 9 0*U
— =k = 5.58
ot Ox? ( )
con las condiciones iniciales:
U(z,0) = @(x); si0<z<L,

U, t) =Pa(t); si0<t<T

Se requiere encontrar la solucién U(z,t) en un rectdngulo limitado por las rectas ¢ = 0, z = 0,
x =L, t <T.Se determinan los valores aproximados de la solucién en los nudos de la red, es decir,
en los puntos de interseccién de estas rectas. Teniendo la notacién U (ih, kl) = U, , se tiene:

Uint1 — Ui g2 Uipr = 2Ui 6 + Ui—1 1
l h?

(5.60)
Determinemos U; j41

2k21 9 1
Uik+1=11- T Uir +k ﬁ(UiJrq’k + Uifl,k), (5.61)

La férmula se simplifica especialmente si se selecciona el paso [ por el eje ¢ y se sabe que se puede
obtener el valor aproximado de la solucién solamente en el caso en que | < 5

2al
1-— 7 = =0, (5.62)
6
h2
l=—. 5.63
5.3 (5.63)
En este caso,
1
Uik+1 = §(Ui+1,k +Ui—1,k), (5.64)
lim Uy (z,t) = U(x,t), (5.65)
h—0

donde U(x,t) es la solucién del problema. También se demuestra que

|Up(x,t) — Uz, t)] < Mh?, (5.66)

donde M es una constante que no depende de h.
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5.4. Solucién de la ecuacién de flujo de Fourier fraccionaria con diferencias
finitas

5.4.1. Método cldsico de diferencias finitas

A continuacién, presentaremos la solucién de la ecuacién por diferencias finitas fraccionarias. Esta
es una aportacién para resolver la ecuacién de flujo con multiples aplicaciones en todos los campos
de la ingenieria. Este método, es cada vez mas socorrido gracias a los avances en la tecnologia
computacional. Entraria dentro de la categoria de los métodos numéricos.

En la teoria clasica de diferencias finitas se asume que la

oT 7 Tttl _ ,Tito

_— =1 5.67
ot At ( )
y la segunda derivada se tiene que,
2?1 _ Ty 2T+ (5.68)
ox?2 Az? '
Sustituyendo en la ecuacién de flujo de calor para una dimensién obtenemos,
Th _ o Th, — 2Tl 4 Tl
Tl e (5.69)
At Az?
Definimos A = AAT; donde At es el incremento del tiempo y Az es el incremento del espacio
unidimensional. Este método converge si A < %
Al despejar Tl-t1 obtenemos,
TH =TF + X [T/, — 2T} +T°,] . (5.70)
Una segunda manera para obtener T; con respecto de t; se obtiene que,
_Tito + Tz'tl _ k:2 Tz‘tJlrl B QTitl + Tz'til (5 71)
AT B Ax? ’
Al simplificar y despejar
7“;1 _ Tito =\ [Tlt}kl _ 2'1’;1 + thiljl ,
TP 2A+ 1] = X [TfL, + T2 ] + T, (5.72)

TOANT AT

t1 _
Ti - 2241

Es fécil generalizar para tres dimensiones sumando los términos en Az, Ay, Az
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5.4.2. Aportacién para la solucién de la ecuacién de flujo fraccionaria de Fourier con los
conceptos de derivada fraccionaria de a) Riemann-Liouville y b) Vega-Brambila
por el método de diferencias finitas

Presentamos la solucién de la ecuacién de flujo de calor fraccionaria por dos formas, por la
definicién de Riemann-Liouville y por la definicién Vega-Brambila de derivada fraccionaria conforme
presentada en el capitulo 3 y resumida en la ecuacién (3.28)).

Solucién de la ecuacién de flujo fraccionaria de Fourier por Riemann-Liouville

Tomando la definicién de Riemann-Liouville, resolveremos la ecuacion de flujo en dos casos,
cuando f(w) =w y cuando f(w) = 1.

0T 0T

=k —. 5.73
ot Ox? (5.73)
« n 1 ’ n—oa—
$D2f(e) = D' g [ (@ w) " ) (5.74)
Sin =1, entonces 0 < a < 1, por lo tanto
1 x
FEDe = Dli/ —w) " f(w)dw. 5.75
Caso 1: consideremos f(w) = w
1 x
FEDe = Dli/ —w) “wduw. 5.76
0 T 1—\(1 _a) 0 (x ’U}) waw ( )
Expresado en el tiempo,
RL 1 1 ‘ _
Integrando,
u=w dv = (t —w) *dw
du = dw - 7% 5 (578)
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l1—a

w(t—w)l e +/t (t —w)l—“dw,
0

(5.79)

RLpa _ pl__1 1 2
0 Dt =D T'l—a) 1—a 2—a”

Esta primera derivada D' la podemos aproximar por los conceptos de diferencias finitas como:
RLDa _RL Do

t t
0 T] 1 0 T/0

D' ~
At ’

(5.80)
Entonces,

0T _ 1 (1?1)2—04 (Tlito)Q—a
ote T At [ TA—a)1-a)2—a) TA-a)1-a)2-a)

Caso 2: considerando f(w) =1

(5.81)

t
FEDY = D(l)ﬁ/o (t —w) %dw,

_p [ L [ H . (5.82)

1—a
=D! [(l—of)F(l—a)] :

Por lo tanto, la derivada aproximando la derivada por diferencias finitas,
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D' [y ] ~ B i
(I-a)T(l-a)| &~ At(l—-a)T(1l—-a) °

(5.83)

= mraayay (G = (T ],

T _ 2 8T

La solucién de la ecuacion 5 = por diferencias finitas con Riemann-Liouville se resuelve

Ox2
con:
Caso 1:
- [(T7 )~ — (1) 7] = &? T, — 2T + T (5.84)
ATl —a)(l—a)2—a) ©° ! Ax? '
Por lo tanto,
t1\2—«a to\2—a Ath to to to
(T2 — (1)) = T (- )@ —al(1—a) [Tfg, — 2T + T (5.89)
Entonces,
(T2~ = M1 = @)T(1 - a) [T}9, — 271 + T/2,] + (T}°)>". (5.86)
Sil—a)2-—a)(1-—a)=p
(T/)2~" = AP [Ti9, — 210 + Tie, ] + (T0°) .
(5.87)

Por lo que el estimado de 7}* en el caso 1 si A = AAtf; yceon = (1—-a)2—a)l(1l— «) viene
dado por:

1
TP = A8 [T = 2T + T2, | + (1707 7 (5.88)
Caso 2:
1 Tto _ opto 4 pto
T»tl (170() _ Tto 170(:| — k'2 141 2 i—1 )

AIT(1 - a)(1 - a) [( i) (T3*) N : (5.89)

entonces,
(T2 = X1 = )T (1 = a) [Tl — 2T/ + T/, ] + (TP)12 (5.90)
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Si(1l—a)I1—a)=x
(T0)1=0 =y [T, — 200 4+ T2, ] 4 (1),

(5.91)

Por lo que el estimado de ;" en el caso 2 si A = AAt;f; y con v = (1 —a)T'(1 — a) viene dado por:

Ti = [y [Ti5, = 2T + Ti0, ] + (i) -] == (5.92)

Solucién de la ecuacién de flujo fraccionaria por la definiciéon Vega-Brambila

Tomando la ecuacién ([3.28)):

Y0 = (- ) [H2] )+ [f”] 7 (@), (593)

xT x

podemos expresar la temperatura T'(x, t) si  es constante, entonces tenemos que:

9T (x,t) (- o) [T(:zt)} « Te.t) + [T(x,t)rl T (x,1)

ot ot (5:94)

aproximando %—th por diferencias finitas y con t =ty y © = i se denota T'(i,ty) = Tf"7 entonces
obtenemos

[eY a—1
9°T (i, to) 1" TP TH — T/
— 7 T~ (1 - . Tro ? E———— .
5o (1-a) o 4 o A7 (5.95)

Sustituyendo en la ecuacién de flujo de calor de Fourier,

0T ,0°T

o N o (5.96)
obtenemos,
Tto 1 Tt st pto Tto ot 4 Tt
1—a)|=| Tt L Ti T ) — g2 | : il 5.97
a-af ] e (BE) A @07
y despejando para Tfl obtenemos,
t 71 A t t t (. —1)At 771" t t
(2] [ - s S (B ] e o
to @ @ to

con la condicién de que Tfl # 0.

En el cuadro se resume el cédlculo de Tfl a partir de tg con los métodos clasico, Riemann-
Liuville (RL) ( f(w)=w y f(w)=1) y Vega-Brambila (VB):

A continuacion, se muestran gréaficas obtenidas a partir de corridas con el método clasico al
aproximar la ecuacién de flujo de calor de Fourier por diferencias finitas y con el operador diferencial
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(a) Gréficas que van hacia la convergencia con distintos valores para o
T(1lcm,t)
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120

Figura 5.1: Gréficas del comportamiento de las iteraciones al usar la definicién VB en el método de

diferencias finitas
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Segundos para que converja el método por diferencias finitas VB
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(c) Grafica del ndmero de iteraciones para llegar a la convergencia para distintos valores de «

Logaritmo natural del tiempo para que converja el método por diferencias finitas VB
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(d) Gréfica del logaritmo natural del nimero de iteraciones para la convergencia
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Clésico a=1 TP =T/ + X [T/, — 2T/ + T}°,]

1
RL |0<a<l f(w)=w TH = [NB [T}, — 2T + T{°,] + (T}°)*>~]*"
1
f(w)=1 Ti = [y [T, — 2700 + T, |+ (1) -] ™
toql—«a
T,°

Ve |o<as o= 5] [a e, —om ey e (1] )

to

Tabla 5.1: Cuadro comparativo de los distintos métodos de diferencias finitas para resolver la ecuacién
de flujo de Fourier

fraccionario VB para una barra de 10 cm empotrada con una temperatura de 1200 C en un extremo
y 700 C en el otro para un factor A =02y k= 1.

De la imagen se puede apreciar que las iteraciones adoptan un comportamiento parecido
al de una funcién exponencial a medida que el parametro alfa disminuye. Podemos pensar que la
ecuacion diferencial de flujo de calor de Fourier se va perdiendo a medida que « se aleja de 1 ya que
la derivada comienza a desaparecer, y por lo tanto, la ecuacién diferencial pierde la forma original.
Experimentalmente, encontramos que con a < 0.85 se pierde el modelo.

5.5.  Aplicacién en industria petrolera

En esta seccién, presentamos el trabajo del Dr. Fernando Brambila y Benito Martinez Salgado.
Como ya hemos comentado al inicio del capitulo, la aplicacién del célculo fraccionario en el calculo de
la presién de salida de pozos petroleros es de gran utilidad para evitar futuros desastres ecolégicos.
A continuacion, presentamos el modelado de los doctores Brambila y Martinez.

En [Martinez-Salgado et al., 2020] Martinez, Brambila et al, explican que el célculo de la diferencia
de presion se realiza a partir de las ecuaciones clasicas de transferencia. Se toman en cuenta la
superposicién de tres factores: la presién en la matriz de la roca m (porosidades llenas de petréleo),
la presién de las fracturas f y la de los vigulos v y proponen un sistema de ecuaciones con triple
porosidad y tripe permeabilidad donde:

A5152 (p) = Ps; — DPsy

8pm _ km 1 8 8pm
d)mcmﬁ - 7;5 <’I“ r > + amfAfm(p) + avavm(p); (599)
Ops _ky1 0 ( Opr) _
% = rar \"or amf A pm(p) + apoys(p), (5.100)
apv _ k'u 10 8pv
S = i ar (’“ or ) o Bum (P) = a v (p), (5.101)

donde ¢y, ¢5, y ¢. representan las porosidades de la matriz de suelo, el medio fracturado y el
medio vugular respectivamente con unidades de m?/m?; ¢,,, c + v ¢y representan la compresibilidad
en cada uno de los medios porosos con unidades de pa™'; ki, k¢ y k, representan la permeabilidad
de cada uno de los medios porosos en unidades de m?; p,,,, ps y p, representan la presién del fluido
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en cada uno de los medios porosos y sus unidades son Pa; p es la viscosidad del fluido en Pa-s;
Qmf, Gmo Y Gfy son los términos de transferencia en las interfaces matriz-fractura, matriz-vacio y
fractura-vértex respectivamente con unidades Pa~'s™!; ¢ representa el tiempo en segundos v r la
distancia hasta el pozo en metros.

Reescriben las tres ecuaciones anteriores con factores (wm, Wy, Wy, Km Kf, Ko, Amf, Amos Afv)
para hacer adimensional el sistema y derivada fraccionaria para obtener:

8BmpD 1 0 Opp
m = Ky —— = m A m va'um ; 102
. atﬁD”" " rp Orp (TD orp >+)\ sBsm(Pp) + A (pp) (5.102)
P’ pp, 1 9 pp,
= —a. - A\m A m UA'U ’ 1
ol =y (TD 5TD> Am A fm(PD) + Aol (D) (5.103)
85”pD 1 0 dpp
¥ Y= Ry — L) — AwQom — A\, . 5.104
o T =g (o) (D) ~ ApoLros (o) (5,101
Haciendo la transformada de Laplace de las ecuaciones (5.99)), (5.100) y (5.101)), se tiene que:
1 0 op
Bmms e T D A (D A, (D 1
WU " Pp,, HmTD orp (TD Orq >+/\mf fm(pD)"i')\mv vm(pD)a (5 05)
3, = w72 (15 ZP2L) n s A g () + Aoy (7 1
wiwPp, = ki a0 g ) T Ams sm(Pp) + AroDos(Pp), (5.106)
1 0 Jop
BB = hp— —— Do) X o Do (Bp) — Aol s (Bp)- 1
0B, = oL (12}~ Aubum(P) — A o) (5.107)

Reescribiendo las ecuaciones anteriores con una notacion clasica en ingenieria obtebemos:

wmsﬁ""P(s)Dm =K

m’I“D 87‘[) 8TD

19 (r ‘9PDm(8>>Hmf(pr(s)_po(s))Hm(PDv(s)—PDm(s)),

(5.108)

1 0 (TDaP(‘S)Df) — Amg(P(s)p, — P(s)p,.) + Apo(P(s)p, — P(s)p,),

4 D GrD 87“[)
(5.109)
1 0 OP(s)p,
st P, = e o0 (rp P00 ) 0 (P(5)p, — P(5)p..) = Ap(P($)p. ~ P(s)p, ).
(5.110)

De las ecuaciones anteriores, Martinez las resuelve como ecuaciones de Bessel para llegar a una
solucion de la forma:

3 3 3
Pw|rD:1 = ZDZKO(O(Z) = ZAlD,LK()(OéZ) = ZBiDiK()(ai) (5111)

i=1 i=1 i=1
De la solucién anterior, Martinez elabora una serie de gréaficas muy ilustrativas y mostramos a
continuacion.
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Figura 5.1: Comportamiento de la presiéon p,, y la primera derivada pq(u1 ) para diferentes valores de

Bm,Bry Bv. Las soluciones fueron obtenidas con valores particulares de x;y = 0.75, K, = wy = 0.02,

wy = 0.8, A = 1073, A, f = 1078 y Ay, = 1075, En todos los casos la linea verde corresponde a la
solucion cldsica [Martinez-Salgado et al., 2020].
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En su trabajo, Martinez comenta que la solucién al sistema de las tres ecuaciones fraccionarias
con tres incognitas, que se les aplicé la transformada de Laplace y que presentan cada una la presion
en la matriz, en la fractura y en el vigulos, tienen una solucién analitica en el tiempo que no es es
trivial encontrar. Pensamos, que es posible aplicar la transformada inversa a este sistema utilizando
la regla de Cramer, la funcion Mittag-Lefller y la convolucién para encontrar dicha respuesta analitica
al problema, como se hizo en la solucién que presentamos en la primera seccién de este capitulo. La
prueba de esta hipdteis queda como un problema abierto para futuras investigaciones.

115



Notas Finales

Conclusiones

= E] Magisterio de los Papas ha denunciado los abusos de la mano del hombre sobre la tierra,
que es llamada la casa comun, y lo ha marcado como una de las problematicas principales a
resolver. Junto con eso, queda una marcada necesidad de tomar siempre en cuenta el criterio
ecolégico en el proceso de diseno tecnoldgico en ingenieria, evaluando los impactos al corto,
mediano y largo plazo.

s La atencién a las ecuaciones fraccionarias no puede considerarse casual. Se explica por la
importancia que tienen las ecuaciones para las aplicaciones préacticas de la matematica. En
cualquier area, para obtener soluciones concretas, se deben resolver con mayor frecuenacia las
ecuaciones o los sistemas de ecuaciones con exponentes fraccionarios.

» El incorporar el operador diferencial de Karci [Karci, 2013] en el método de Newton Raphson
para un campo vectorial nos da una nueva herramienta para resolver sistemas de ecuacio-
nes con exponentes fraccionarios que hemos llamado Newton Raphson Fraccionario Conforme
Multivariable (FNRCM).

» El método de Newton Raphson Fraccionario Conforme Multivariable (FNRCM) que se ha
desarrollado se puede aplicar para resolver sistemas de ecuaciones fraccionarias del tipo F :
R™ — R™. Este método tiene la desventaja que requiere n x n derivadas fraccionarias. Después
de calculadas las derivadas, las corridas del andlisis de sensibilidad son cémodas y permiten
analizar méas a fondo los sistemas.

» El método de Newton Raphson Fraccionario Conforme Multivariable (FNRCM) desarrollado
tiene un buen desempeno al encontrar los ceros reales y complejos de ecuaciones del tipo
fR—=R.

= Se aplicé el método FNRCM con el operador de Karci [Karci, 2013] para resolver casi mil
sistemas de ecuaciones multivariables con exponentes fraccionarios que modelan un Sistema
Fotovoltaico Concentrador Generator Termoeléctrico (CPV-TEG) [De-la Vega et al., 2021],
encontrando satisfactoriamente las soluciones con bajas iteraciones y con una sola condicién
inicial.

= Se aplicé el método FNRCM con el operador de Karci [Karci, 2013| para resolver un mo-
delo con ecuaciones fraccionarias para la inversién en tiempos de incertidumbre encontrando
satisfactoriamente las soluciones con bajas iteraciones y con una sola condicién inicial.

» La teoria de Karci [Karci, 2013] la hemos implementado en la estructura propuesta por Seghi
Rahmat [Rahmat, 2019] para obtener un nuevo operador diferencial fraccionario que hemos
llamdo operador diferencial Vega-Brambila (VB). Las gréficas elaboradas con esta definicién
ilustran muy bien las derivadas fraccionarias que existen entre la funcién y su primera derivada.

= La ecuacién fraccionaria de flujo de Fourier ha sido resuelta utilizando el método de diferen-
cias finitas. Al método de diferencias finitas le hemos integrado la derivada fraccionaria de
Riemann-Liuville y el operador Vega-Brambila generando dos nuevos modelos. Ambos mo-
delos fraccionarios se desempenaron bien al solucionar la ecuacién diferencial. El resumen se
encuentra en la tabla [5.1]
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Futuras lineas de investigacién

Probar el desempeno del operador diferencial VB en el método Newton Raphson Fraccionario
Conforme Multivariable (NRCM) en los sistemas ya resueltos con el método FNRCM y con el
operador diferencial de Karci para comparar sus resultados.

Probar el desempeno del operador diferencial VB para la solucién de la ecuacién de calor de
Fourier por el método de diferencias finitas.

Analizar si los criterios propuestos por Ortigueira et al. [Ortigueira and Machado, 2015] de las
derivadas fraccionarias para el operador VB, en particular el criterio de linealidad, se cumple
para el lim,_,o+ y en lim,_,{-.

Publicar un articulo basado en la solucién del problema de inversién en tiempos de incerti-
dumbre presentado en el cuarto capitulo de esta tesis.

Profundizar en el anélisis de los Sistemas Fotovoltaico Concentrador Generador Termoeléctrico
(CPV-TEG) usando métodos de célculo Fraccionario Conforme Multivariable.

Analizar el orden de convergencia para el método FNRCM con los operadores de Karci y el
operador VB.

Investigar el diseno de un circuito que sea capaz de hacer la derivada fraccionaria en el tiempo
de una senal.
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