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Resumen

El objetivo general del trabajo es: analizar y determinar la convergencia, el costo
computacional, asi como la estabilidad y la calidad de los resultados
proporcionados por los métodos basados en &rboles binomiales y bino-trinomiales
para la valuacibn de opciones con barrera, sobre acciones que no pagan
dividendos, contrastando los resultados con los obtenidos por medio de férmulas
cerradas y simulaciones Monte Carlo y Monte Carlo Condicional. Es decir, se
analizaran las ventajas y desventajas al aplicar los métodos discretos a un

fendmeno en tiempo continuo.

A lo largo del trabajo se examina la teoria que sustenta los métodos y
posteriormente, debido a la naturaleza analitica del estudio, emplear técnicas
numeéricas para la valuacion de las opciones, ademas del uso de software

cientifico para su implementacion, en particular MatLab y SciLab.

Asi mismo, el conocimiento de las ventajas y desventajas en los métodos
de valuacién, basados en arboles y simulaciones Monte Carlo, fomentara el uso

de este tipo de opciones en el creciente mercado de derivados de México.

xii



Introduccion

El avance de en la ingenieria financiera ha permitido crear productos derivados
mas sofisticados. Tal es el caso de las opciones, las cuales han evolucionado de
los tradicionales productos “plain vanilla” hacia contratos que cubren nuevas
necesidades de clientes 0, en su defecto, son producto de la inventiva de los
especialistas financieros, proporcionando una amplia gama de opciones en el

mercado.

Producto de dicha inventiva se encuentran las opciones exaéticas, las cuales
han permitido cubrir necesidades de caracter fiscal, contable, regulatorio y legal o,
simplemente, los productos han sido creados por la expectativa de movimientos
futuros en el tiempo y de los cuales se quiere obtener un beneficio para los
inversionistas, asi como una disminucion en los costos y exposiciones tanto de los

tenedores como de los emisores de estos productos (Hull, 2009).

Las opciones con barrera, de esta manera, surgen como un producto
‘exotico”; las cuales se alejan de las opciones convencionales en que su
estructura de pagos no soélo dependera del precio del activo subyacente al
vencimiento de la opcion, sino también de la trayectoria del precio a lo largo de la
vida de ésta, en la que la opcion pierde su vigencia o cobra su vigencia cuando el
precio del activo subyacente alcanza un nivel preestablecido. Es decir, la
“activacion” o su “expiracion sin valor” de la opcion dependera del comportamiento
del precio del bien subyacente a lo largo de toda la vida de la opcion (Brandimarte,
2002).

Paralelamente, pero con menor dinamismo, se ha ido fortaleciendo la teoria
subyacente para la valuacion de estos productos; por ejemplo, en valuaciones con
modelos en tiempo discreto sobresalen los trabajos tanto de Pliska (1999) como
los de Shreve (2000a) convirtiéndose en referencia para los analistas
especializados. En teoria de tiempo continuo el mayor referente sobre opciones
con barrera ha sido el trabajo desarrollado por Rubinstein y Reiner (1991), del cual

se han hecho excelentes compilacion en libros técnicos, entre los que se



encuentran la obra de Tomas Bjork (2004) (Capitulo 18) y el volumen Il de calculo
estocéstico, Capitulo 7, tocante a modelos de tiempo continuo de Shreve (2000b).
Ademas, Kyprianou, Schoutens y Wilmott (2005) han compilado los desarrollos
realizados en la valuacion de productos derivados, remplazando el supuesto de la

aleatoriedad del movimiento Browniano por procesos de Lévy.

Sin embargo, y de acuerdo a lo sefialado por Dai y Lyuu (2010), el creciente
dinamismo de las innovaciones financieras en productos derivados no ha estado
acompafiado de su respectivo avance analitico que pudiera llevarnos a una
expresion cerrada, en el mejor de los casos se han alcanzado aproximaciones
analiticas, haciendo de las opciones europeas un caso muy singular y un hito en la
valuacién de productos derivados, al desarrollarse, en la década de 1970, la
célebre formula cerrada a partir del modelo de Fisher Black, Mayron Scholes y
Robert C. Merton (BSM) para obtener su valuacion (Black y Scholes, 1973; y
Merton, 1973). Cabe sefialar que en 1973, Robert Merton en su articulo de
“Theory of Rational Option Pricing” publicado en el Bell Journal of Economics and
Management Science estudia las opciones con barrera y da lugar a posteriores

investigaciones al respecto.

En consecuencia, han existido desarrollos analiticos como los de Rubinstein
(1991), Rubinstein y Reiner (1991), Broadie et. al. (1997) y Taksar (1997) para la
valuacion para diversos tipos de opciones exéticas (considerando los valores
iniciales y condiciones de frontera). En otras palabras, el modelo BSM ha
permitido crear formulas cerradas para la valuacion de opciones con barrera, y
aunque éstas dependen de la trayectoria del precio, durante la vida de la opcién,

esta dependencia se ha considerado débil (Cekic, 2008).

No obstante, las investigaciones de Luo (2001) han indicado que los
desarrollos analiticos podrian originar grandes y graves errores de precision. En
ese caso se encuentran modificaciones en las opciones con barrera que se salen
de las caracteristicas tipicas, y por ende, es necesario seguir investigando,
profundizando y desarrollando métodos numéricos para obtener una solucion mas

precisa.



De tal manera que se ha regresado a la implementacion de métodos
numéricos para obtener una valuacion mas exacta, pero con otro tipo de
complicaciones, como se estudiar4d mas adelante. El primero método utilizado, por
excelencia, fue el de CRR debido a su sencillez, su amplio entendimiento y su
flexibilidad pero, de acuerdo a Kuan y Webber (2003), con graves problemas en la
convergencia®. La convergencia no sélo es el Gnico problema a enfrentar, sino
también el tiempo o costo computacional empleado (algunos métodos han
priorizado exactitud a costa del tiempo de respuesta), su numero finito de
escenarios y en la creacion de errores de especificacion los cuales genera precios

sesgados (Boyle y Lau, 1994; Derman et. al., 1995; y Sherwani, 2007).

Posteriormente, Boyle y Lau (1994) desarrollan un método por medio del
cual la red del arbol permite calcular un conjunto de nodos muy cercanos o
totalmente coincidentes con las barreras especificadas en el contrato. Las
investigaciones contintan y Derman et. al. (1995) introduce un método por medio
del cual aumenta la convergencia del método CRR al realizar interpolaciones de
los precios de los activos subyacentes, sobre los puntos criticos o de condicion de

frontera.

Asi mismo, Dai y Lyuu (2010) desarrollan un método denominado bino-
trinomial, por medio del cual generan una red con un conjunto de nodos
coincidentes con el valor de las barreras indicadas, para disminuir el error relativo
a las condiciones de frontera. Este modelo se basa en la generacion de un arbol
CRR truncado en sus dos primeros periodos pero con nodos en las barreras;
mientras que en los dos primeros pasos se genera un arbol trinomial, el cual
cumple con los supuestos de log normalidad del precio de la accion y parece ser

un método muy adecuado para la valuacién de este tipo de productos.

El documento esta organizado de la siguiente manera: En el capitulo 1 se
describen el modelo de valuacion de opciones de tipo europeo en tiempo discreto
y el modelo en tiempo continuo, donde el activo subyacente de la opcion son

acciones que no pagan dividendos. Particularmente, se explicara el modelo de

'La convergencia utilizando CRR es muy lenta, muy erratica e impredecible.
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arbol binomial y la valuacion en tiempo continuo. En el capitulo 2, por otro lado, se
estudian las caracteristicas y tipos de opciones barrera, asi como la explicaciéon de
los 1) métodos de arboles binomiales; 2) métodos de arboles bino-trinomiales; 3)
simulaciones Monte Carlo para la valuacion de opciones con barrera; y 4) se
enuncian las féormulas cerradas de Rubinstein. En el capitulo 3 se implementan los
procedimientos numeéricos, tanto de los métodos relativos a los arboles como los
relativos a simulaciones Monte Carlo, para la valuacién de opciones con barrera,
haciendo uso de software cientifico especializado. En el capitulo 4 se analizan los
resultados de las valuaciones al utilizar los procedimientos numéricos anteriores e
incluyendo los resultados obtenidos por medio de las férmulas cerradas
propuestas en la literatura especializada para la valuaciébn de este tipo de
opciones. Finalmente, en el ultimo capitulo, se realiza un analisis sobre la
eficiencia, los costos y los beneficios de los métodos numéricos abordados con

respecto a la valuacién de opciones con barrera.



Capitulo 1

Modelos de valuacion de opciones en tiempo discreto

1.1 Los arboles binomiales
El primer acercamiento para realizar una valuacion de una opcion siempre ha sido

a través de arboles binomiales, debido principalmente a su sencillez y que en
éstos se evidencia visualmente las diferentes trayectorias a seguir por la accion,
aunado a ello, el supuesto basico es que el precio de la accién siga una caminata
aleatoria, Hull (2009).

1.1.1 Modelo binomial de un solo paso
El modelo mas basico de los arboles binomiales es donde el precio de la accién es

monitoreado en un solo paso con punto inicial en el tiempo igual a cero (t=0) y un
punto final en el tiempo igual a uno (t=1); por lo tanto, el precio de la accion, dato
conocido en el punto t=0, s6lo tiene dos alternativas, una de incrementar su valor y

la otra de disminuir, como se puede observar en la Figura 1.1.

Figura 1.1 Representacion del cambio
en el precio de una accién conforme al

modelo binomial de un solo paso.

S1(A)

541()

Fuente: Shreve (2000a)



En la figura anterior, se puede observar que al final del periodo, el precio de la
accion puede tomar cualquiera de los dos valores positivos Si(A) y Si(S), los cuales
estan ligados al resultado simbdlico de arrojar una moneda y obtener “aguila” o
“sol”, como sindénimos de éxito o fracaso o como un incremento en el precio de la
accion o una disminucién en ésta, siguiendo la idea y nomenclatura de Shreve
(2000a). Asi mismo, el incremento puede denotarse con una letra “u” por la sigla
en inglés de “up” o, en el caso de una baja en el precio de la acciéon, por una “d”,
proveniente de la palabra inglesa “down”, identificacion méas frecuente en la
literatura especializada. A lo largo del trabajo se utilizara la segunda acepcion
salvo que explicitamente se indigue el uso de la primera caracterizacion con el
objetivo de hacer mas claros los conceptos; por lo tanto los dos valores posibles

de la accion al final del periodo uno seran S;(u) y Si(d).

Cabe mencionar que, los arboles binomiales de un solo periodo se
convierten en una representacion de un caso continuo tratado como discreto, pero
en palabras de Pliska (1999), este tipo de modelos “tienen la virtud de ser
matematicamente simples asi como ser capaces de ilustrar muchos de los
principios econdémicos importantes asociados con los modelos continuos y mas
complejos” de ahi su importancia como medio de estudio y de comprensién de los

problemas financieros.

Hasta este momento, s6lo se ha hecho mencién a la aleatoriedad en los

precios S;(u) y Si(d), pero relacionados a los precios se encuentra su probabilidad
’12

({9}

de aumento “p

y de disminucién “1-p”“. Asi mismo, se supondra la existencia de

% En este caso se solicita que p>0 para obtener aleatoriedad en los precios de la accién, por lo
tanto, se cumplen las condiciones de una medida de probabilidad en el espacio muestral, pues al
existir sélo dos eventos, incremento (éxito) o decremento (fracaso) en el precio de la accion, se
satisfacen las tres condiciones necesarias a saber (Ross, 1997:4):
i. para cualquier evento “E”, se tiene que 0 < p < 1;
ii. si “S” es el espacio muestral, entonces P(S)=1;
iii. la union de eventos mutuamente excluyentes, en este caso el éxito y el fracaso, es
la suma de sus probabilidades.



un producto derivado donde el subyacente objeto de la operacion sera dicha
accion, por lo cual deberd contemplarse el pago asociado a éste al inversionista.
El pago debera estar en funcién, o condicionado, al valor alcanzado por la accién
en el momento final y el cual se denominard como el “payoff’® del producto
derivado; por ejemplo, en el caso de los futuros, donde el precio de entrega, o bien
el precio de ejercicio, se ha estipulado en “K” unidades econdmicas, el payoff seré
igual a S;(u)-K, en caso de que el precio de la accion suba, o a S;(d)-K, si el precio
de la accion baja. Para fines préacticos, se determinara analiticamente al payoff del
producto derivado como “f(x)”, es decir, que para el caso del modelo binomial de
un paso, este sera: f(Si(u)) o f(Si(d)). Por lo tanto, la representacion grafica del

modelo binomial de un solo paso se podra observar en la Figura 1.2.

Figura 1.2 Representacion del modelo binomial

de un solo paso.

So(u)
S5, (u))
T

e,

Si(d)
f(5:(d))

Fuente: Hull (2009) y Shreve (2000a)

Solo resta, para tener completo el modelo, una tasa de referencia, la cual

sera proporcionada por el mercado de dinero y servira para medir el valor del

® Término en inglés usado en la literatura sobre el pago proveniente de contratos derivados.
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dinero en el tiempo, dicha cantidad es tal que si en el tiempo t=0 se tiene una
cantidad By =1y al final del punto t=1 se tendr& que B; >1. Es decir, se supondra la
existencia de un bono, el cual otorgara una tasa conocida en el tiempo cero de tal
forma que los rendimientos al final del periodo uno seran conocidos y sin ningun
efecto de aleatoriedad®. Sea esa tasa conocida igual a “r’, y el precio del bono
igual a By al inicio del periodo, por lo tanto, al final del periodo el valor del bono
serd igual a B; = B,e™*". Cabe mencionar, que también se podra pedir prestado a
dicha tasa “r’ Baxter y Rennie (1997:11) y Pliska (1999:1).

1.1.2 Valuacion de un instrumento derivado utilizando el modelo binomial de
un solo paso

La siguiente tarea es determinar el precio del producto derivado en el tiempo
inicial, para ello se utilizard el modelo binomial de un solo paso y las

caracteristicas sefaladas en la seccidon anterior, es decir:

i.  una accién negociable que no paga dividendos;
ii.  un conjunto de posibles precios de la accion al final del tiempo t=1, en este
caso son solo dos posibilidades, de que incremente el precio o decrezca;
iii.  una medida de probabilidad para los resultados posibles; y
iv. una tasa de interés para medir el valor del dinero en el tiempo a través de

un bono en el mercado de dinero.

Existiran tres supuestos adicionales, el primero es la inexistencia de
oportunidades de arbitraje, Hull (2009: 237); el segundo, el inversionista podra
prestar y pedir prestado a la tasa “r’, sin limites, para poder hacer frente a las
posibles responsabilidades provenientes del payoff del derivado; y el tercero, el

inversionista podra comprar o vender porciones de acciones.

* En otras palabras, la tasa de referencia se considerara determinista.
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De esta manera y de acuerdo a Baxter y Rennie (1997), al inicio del periodo
se generard un portafolio conformado por una participacion en la accion
subyacente y una inversion o préstamo a la tasa de referencia en el mercado de

dinero.

Siguiendo la nomenclatura de Baxter y Rennie (1997), el portafolio se
podra caracterizar por (¢,); donde ¢ es la cantidad invertida en la accion, la cual
tendrd un precio de Sy, al inicio del periodo, y ¥ es la cantidad invertida o emitida
en el mercado de dinero; es decir, el portafolio creado tendra la forma analitica
indicada en (1.1).

$So +¥By (1.1)

Ahora bien, en el tiempo t=1 el valor de la accién podra tomar cualquiera de
los valores S;(u) o Si(d), por lo tanto, el valor del portafolio > obtendra,

respectivamente, cualquiera de los siguientes valores®
$S1(w) + YBoexp(rt) 1.2)
¢S, (d) + YByexp(rt). (1.3)

No obstante, asociado a cada uno de los valores del portafolio anteriores se
encuentra el payoff del instrumento derivado, el cual corresponde a f(Si(u)) o

f(S1(d)) respectivamente. De esta manera se tendra el sistema de ecuaciones (1.4).

{qul () +¥Boexp(rt) = f(S;(w)) (1.4)

$S1(d) + YBoexp(rt) = f(51(d))

La solucion al sistema de ecuaciones anteriores para la dupla (¢, ), esta

dada por

> Tomando ademas en cuenta el valor del dinero en el tiempo.
® En este caso, debido a que el periodo en estudio corresponde a un periodo “t” es igual a uno.
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¢ = f(510))—f(51(a))
S1(W)=51(d)

(1.5)

¥ = Bylexp(~rt) <f(51(u)) - f(s“””‘f“““”sl<u)>. (1.6)

S1(w)—-s1(ad)

Lo que realmente indica el sistema de ecuaciones (1.4) y su solucion,
representada en (1.5) y (1.6), es que no importa cual sea el precio final de la
accion en el tiempo t=1 el portafolio sera capaz de replicar el payoff del producto

derivado, es decir, se ha sintetizado el derivado.

Por lo tanto, el valor del portafolio indicado en (1.1) al sustituir el valor para

la dupla (¢, y) que replica el payoff del derivado sera:

V = ¢SO + l/)BO

v = LA0TCD) 5, 4 op(—ro) <f (1)) - o4, (u)>' .7)

La relacién entre la expresion anterior y el precio del producto derivado
gueda de manifiesto utilizando el supuesto de la inexistencia de oportunidades de

arbitraje de la siguiente manera:

e Supongase que en el mercado el producto derivado se vende a un precio
V’, tal que ¥V’ >V, un inversionista podra entonces asumir 1) una posicion
corta en el derivado, 2) una posicion larga en el portafolio, y 3) la diferencia
(V' —V) invertirla en el mercado de dinero a la tasa libre de riesgo y obtener
una ganancia, lo cual contradice el supuesto de la inexistencia de

oportunidad de arbitraje.

e Supodngase ahora que en el mercado el producto derivado se vende al

precio V7, tal que ¥V’ < V, un inversionista podra entonces asumir 1) una
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posicion larga en el derivado, 2) una posicion corta en el portafolio, y 3) la
diferencia (V — V") invertirla en el mercado de dinero a la tasa libre de riesgo
y obtener una ganancia la cual se traduciria en pedir prestado a una tasa
menor a la tasa de referencia, lo cual contradice el supuesto de la

inexistencia de oportunidad de arbitraje.

Por lo tanto, el Unico precio para el producto derivado que evita la violacion
de la inexistencia de oportunidad de arbitraje sera igual al indicado en la expresién

(1.7) anterior.

Cox, Ross y Rubinstein (1979), asi como Baxter y Rennie (1997) proponen

definir a “q” como lo sefialado en (1.8)

_ Soexp(rt)=5:()

1= "Sw—s@ (1.8)

para obtener una simplificacion algebraica de (1.7), la cual se muestra en (1.9).

V = exp(—r)[qf (S:(w) + (1 — @) f(S1(D)]- (1.9)

La expresién anterior tiene una representacion probabilistica, pero antes de

su exploracién se considera conveniente hacer el analisis de la seccion siguiente.

1.1.3 Analisis del cociente “q”, Cox, Ross y Rubinstein (1979)
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Para el analisis del cociente indicado en (1.8) se hard nuevamente uso del
supuesto de la inexistencia de oportunidades de arbitraje. Bajo ese escenario se

analizara el signo y rango de “q".

e Signo del cociente.- Conforme lo indicado en la seccién 1.1.1 “Modelo
binomial de un solo paso” los dos valores posibles de la accion al final del
periodo seran S;(u) y Si(d), representando el primero un movimiento
ascendente y el segundo un movimiento descendente; como
consecuencia la diferencia entre ellos sera positiva, es decir, que por

construccion, el denominador del cociente (1.8) sera positivo.

Por lo tanto, sélo resta analizar Syexp(rt) —S,(d); ahora bien,
suponga que el primer término es tal que Syexp(rt) < S;(d), eso querria
decir que un inversionista podria pedir prestado S, u.e. a la tasa de
referencia “r” y comprar la accion; al final del periodo no importara si ésta
tiene un movimiento a la alza o la baja pues el inversionista obtendra una
ganancia de S;(u) — Spexp(rt) 6 S;(d) — Spexp(rt), en otras palabras, el
inversionista obtendra una ganancia segura y libre de riesgo, violando el
supuesto de la inexistencia de oportunidades de arbitraje.

En conclusion, “q” siempre sera positiva en el modelo binomial como

método de valuacion de derivados.

e Rango del cociente.- del inciso anterior se deriva que Syexp(rt) > S;(d), lo
siguiente es averiguar cOmo es Sy,exp(rt) con respecto S; (u); asi mismo, de
forma andaloga a dicho inciso, suponga que Syexp(rt) es mayor o igual a
S,;(u). De esta manera, un inversionista podria pedir prestada la accion y
venderla al inicio del periodo por S, u.e. para posteriormente invertir el
efectivo a la tasa de referencia “r’. Al final del periodo el inversionista
obtendria Syexp(rt) y saldria al mercado de capitales a comprar la accién
para devolverla al prestamista. El resultado de esa estrategia, nuevamente,

seria una ganancia para el inversionista independientemente del

12



movimiento de la accion. En términos analiticos, la ganancia seria de
Spexp(rt) — S;(u), ante un movimiento a la alza, o de Syexp(rt) — S;(d),
ante un movimiento a la baja. En otras palabras, el inversionista obtendra
una manera una ganancia segura y libre de riesgo, violando el supuesto de
la inexistencia de oportunidades de arbitraje.

Uniendo el resultado del inciso precedente y el resultado del parrafo

anterior, se debera cumplir la relacion indicada en (1.10).

S:(d) < Spexp(rt) < S;(u) (1.10)

De forma inmediata se obtiene el rango del cociente “q”:

__ Spexp(rt)-S;1(d)

0<qg= 5.5 (@) <1 (12.11)

En conclusién “q” y “1-q” se encontraran dentro del intervalo (0,1), lo cual nos
permitird manejar dicha cantidades como probabilidades’. Como consecuencia,
gracias a la igualdad (1.9) anterior, el precio del derivado es el valor esperado
futuro o “esperanza’® de los payoffs, bajo “q”, traidos a valor presente. Es
imperante hacer notar que no fue necesario hacer ningun supuesto sobre la

probabilidad de aumento, “p”, o disminucion, “1-p”, de la accion subyacente para

poder derivar la expresion (1.9).

1.1.4 Modelo binomial de un solo paso: precio de un forward y de una opcion de
compra
Hasta el momento se ha obtenido el valor teérico de cualquier derivado por medio

de la ecuacion (1.9). Pero para fines ilustrativos considere que un inversionista
necesita saber, analiticamente, 1) el precio de un forward asi como 2) el precio de
una opcion de compra el dia de hoy utilizando para ello el modelo binomial de un

solo paso.

[Tl

’ La cantidad “q” y “1-q” representan las probabilidades, bajo “q’, de éxito y de fracaso,
respectivamente. Asi mismo, dichas cantidades cumplen con las condiciones indicadas en el pie de
pagina nimero uno.

® A manera de recordatorio, la esperanza de una variable aleatoria discreta esta definida como
E[X] = Yxp>0Xp(x); por ejemplo, para el caso en que la variable X se distribuya como una

Bernoulli con parametro “p”, su esperanza serd E[X] =1-p+0- (1 + p) = p Ross (1997:36).
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1.1.4.1 Valuacion de un forward
Suponga que un inversionista necesita conocer el precio, al dia de hoy, de un

contrato forward donde el subyacente es una accion que no paga dividendo, y el
precio futuro fijado es igual a “K”. El inversionista decide utilizar para ello el modelo

binomial de un solo paso.

Lo primero es determinar el payoff del forward al final del periodo; sin
embargo, al final de éste, el precio de la accién sera igual a S;(u) o a S;(d)
dependiendo si el precio de la accién sube o baja respectivamente. Supongamos
que el inversionista tiene una posicién larga en el contrato, por lo tanto, al final del

periodo el inversionista tendrd una ganancia o una pérdida igual a
f(51(u)) =S (w - K,
f(S1(d)) = S1(d) — K.
Las expresiones anteriores junto con el cociente

Soexp(rt)—S,(d)

. . e, , 9
S @s.D) " indicado en (1.8), nos permitiran, con un poco de algebra”,

q=

encontrar el valor del contrato forward utilizando la identidad (1.9). Es decir,
V =5,— Kexp(—rt),

lo cual coincide con lo esperado™.

1.1.4.2 Valuacion de una opcion de compra

Suponga que un inversionista desea conocer el precio, al dia de hoy, de una
opcion call donde el subyacente es una accion que no paga dividendo y el precio

’ Véase el Apéndice 1.
' Venegas (2008) demuestra que el precio de equilibrio de un contrato forward sobre una accién
esta dado por V = S, — Kexp(—r(T —t)), Venegas, (2008).
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de ejercicio es igual a “K”. El inversionista decide utilizar para ello el modelo

binomial de un solo paso.

Nuevamente, lo primero es determinar el payoff del contrato al final del
periodo; sin embargo, al final de éste, el precio de la accién sera igual a S;(u) o0 a
S;(d) dependiendo si el precio de la accion sube o baja respectivamente.
Supongamos que el inversionista tiene una posicion larga en el contrato, por lo

tanto, al final del periodo el inversionista tendra una ganancia o una pérdida igual a
(1) = (S, (w) - K)*,
f(S1(@) = (S1(d) = K)*.

Donde (§;(x) — K)* significa el maximo entre S, (x) — K y cero.

Noétese que bajo el supuesto de la inexistencia de oportunidades de
arbitraje, la expresion f(Sl(d)) = (5,(d) — K)* es igual a cero, pues si no fuese
asi en el modelo de un solo paso, un inversionista podria obtener ganancias libres
de riesgo. Suponga lo contrario, es decir f(Sl(d)) = (S;(d) — K)* # 0 eso implica
que S;(d) > K; por lo tanto, el potencial tenedor de la opcién call podria realizar la

siguiente estrategia al inicio del periodo:

e Pedir prestada la accion y venderla en el mercado a un precio de
So.

¢ Invertir en el mercado de dinero, a la tasa de referencia, el resultado
de la venta.

e Comprar la opcion call.

Al final del periodo el inversionista tendra una entrada en efectivo de
Spexp(rt) por su participacion en el mercado de dinero, el cual debera cumplir con
la desigualdad (1.10), en particular con S;(d) < Syexp(rt) y debido al supuesto de
K < S,(d) se tendra que

0 < f(51(d)) =5,(d) — K < Spexp(rt) — K.
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En otras palabras, al final del periodo el inversionista ejercera la opcion y

regresard la accion al prestatario, el flujo por ejercer la opcién seré de
S;(d) - K,

el cual es menor a la inversion en el mercado de dinero, por lo tanto, la estrategia
producird una ganancia de 0 < Syexp(rt) — S,(d) sin riesgo alguno; por lo tanto, la
desigualdad £(S,(d)) = (S;(d) — K)* # 0 no es posible sin violar el supuesto de

no arbitraje.

Finalmente, al substituir las expresiones del payoff en la igualdad (1.9)

tendremos que el valor de la opcion sera V = exp(—rt)qf(S;(w)), es decir

V = exp(=rt)q(S;(w) — K)*.

1.1.5 Incrementos y decrementos proporcionales al precio inicial Sy

Hasta el momento se ha denota el movimiento en el precio de la accion como S;(u)
o S;(d), en el caso de un incremento o decremento en el precio respectivamente,
pero no se ha especificado cémo sera dicho cambio. Sin embargo, usualmente al
final del periodo se indica el precio final como un cambio en términos

proporcionales o porcentuales al precio inicial.

De esta forma, si la accién incrementa su precio para alcanzar un valor
igual a S;(u), éste se representara de manera proporcional al precio inicial Sy, es

decir,

S;(u) = usS,. (1.12)
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Mientras que en el caso contrario, si la accién disminuye su precio, el nuevo valor

S1(d) tendra un cambio proporcional denotado como

S,(d) = dS,. (1.13)

Por lo tanto, en caso de un incremento en el precio, el inversionista
esperaria tener una tasa de retorno igual a “u-1", o a “d-1”, el primero con una
probabilidad de “p” y el segundo con una probabilidad de “1-p”*!. Con esto en
mente, la representacion grafica del modelo binomial de un solo paso se podra
observar en la Figura 1.3.

Figura 1.3 Representacion del modelo
binomial de un solo paso con incrementos y

decrementos proporcionales al precio inicial Sg.
S_il (H}=HS 0
S5 (u))

<3

§1(d)=ds,
f(5:(d))

Fuente: Hull (2009) y Shreve (2000a)

1 véase la Seccion 1.1.
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Asi mismo, al utilizar los cambios proporcional al precio inicial Sy, la
desigualdad indicada en (1.10), S;(d) < Spexp(rt) < S;(u), se simplifica de la

siguiente manera

d < Syexp(rt) < u; (1.14)

de forma similar, el cociente (1.8) de Cox, Ross y Rubinstein (1979), se reduce a

exp(rt)—d

1.1.6 Arbol binomial o modelo binomial de varios pasos

En las secciones anteriores el analisis del comportamiento del precio de una
accion se realiz6 para un periodo **; sin embargo, el andlisis de dicho
comportamiento se podra extender dentro del periodo, haciendo subdivisiones del
lapso del tiempo en estudio. Por ejemplo, supongase que el intervalo hipotético
era de un dia (de 24 horas), por lo tanto, las subdivisiones posteriores por el
analista podria ser dividiendo el periodo en 2 (de 12 horas cada uno), o en 3 (de 8

horas cada uno) y asi sucesivamente hasta realizar “n” particiones (de 24/n horas

cada una).

Considere ahora el punto inicial en el periodo de tiempo igual a cero (t=0) vy,
para fines practicos, el punto final en el tiempo igual a T (t=T); por lo tanto,

siguiendo la idea del parrafo anterior y al realizar “n” particiones, éstas seran de

'2 Donde el punto inicial en el tiempo es igual a cero (t=0) y un punto final en el tiempo igual a uno
(t=1).
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una longitud igual a “&=T/n”. En ese caso se denominara al resultado de las
subdivisiones como un arbol binomial de “n” pasos. Es importante sefalar que en
cada una de las particiones la accion podra incrementar o disminuir su valor; en
forma ilustrativa en la Figura 4 se podra observar un “arbol” donde el periodo de

tiempo se ha dividido en tres (T/3).

En dicha figura, claramente se puede observar que por cada paso hay dos
posibles resultados del precio o nodo procedente, uno hacia arriba y otro hacia
abajo, de ahi el nombre de arbol binomial. Por ejemplo, del nodo Sy(d;) las
siguientes posibilidades del precio de la accion son Sy(d;u;), ante un movimiento a
la alza, y So(d;dy), si el movimiento en el precio es a la baja. En forma general, para
cada paso tendremos 2' posibles precios; por ejemplo, para el primer paso se
tendran 2 posibilidades (So(u1) y So(di)), para el segundo paso se tendra 2°=4
posibles precios (So(uiuz), So(uidy), Se(diUz) y So(d1dy)), por lo tanto, si el intervalo de

[{Pe 1)

tiempo es dividido en “n” pasos, al final de éste se tendran 2" posibles precios.

Figura 1.4 Representacion del modelo binomial

de tres pasos.

So(uiuyus)
So(uiuy)

/ \So(uluzds)

\ /SO(Uldzus)
So(uq.dy)
N5 (u,d,d5)

\ ﬂso(dlUZUS)
So(dyuy)
/ \So(dluzds)
SO(dl)\
ﬂso(dldzus)

So(d1d>)

\So(dld2d3)

Fuente: Shreve (2000a)
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Nétese que en cada paso, para cada uno de los 2' nodos se tendra un
movimiento ascendente o descendente, excepto para el ultimo paso, pues ahi es
donde se iniciara el analisis del payoff del producto derivado (“f(x)”). Siguiendo la
nomenclatura de Shreve (2000a), sea “Xj;" tal que incluye toda la historia de
incrementos y decrementos precedentes para alcanzar, sin pérdida de
generalidad, al nodo j del paso i** donde j={/,... 2'} e i={J, ... n}; por ejemplo, para
el nodo donde el precio es igual a Sp(u;uyuz) se tendra X; 3= [uiUyus]; en el caso de
Sp(d1uods), el vector historia sera Xgs= [diu.d3]. De esta manera en el paso “n-1" y
para el nodo j, el precio So(Xjn-1) podra incrementar su valor a So(Xjn-1un) 0 reducir
su valor a Sy (Xjn-10n) en el n-simo paso y la determinacion del payoff para esos dos
precios sera f(So(Xjn-1tn)) 0 f(So(Xjn-10n)), pero fue asi precisamente como se inicio
el desarrollo del modelo binomial de un solo paso, es decir, es idéntica la
estructura en cada nodo a lo estudiado anteriormente; por lo tanto, de forma

similar se llegaré a la correspondiente expresion (1.9)

fj,n—l = exp(—r6t) [Qj,n—lf (SO(Xj,n—lun)) + (1 - qj,n—l)f (SO(Xj,n—ldn))]a (1.16)
donde el cociente “q;,_," esta determinado por

a: _ So(Xj_n_l)exp(drt)—so(Xj_n_ldn)
Jm-1 = So(Xj,n—lun)_SO(Xj,n—1dn)

(1.17)

Nuevamente, la igualdad (1.16) anterior es el valor esperado futuro o

“esperanza”’ de las reclamaciones, bajo “q’, pero en este caso, traidos a valor
presente al nodo j del paso n-1; en forma general, para cada uno de los nodos de

la estructura generada en el arbol se tendra

fji = exp(—=7rét) [Qj,if (SO(Xj,iun)) +(1-q,)f (SO(Xj,idn))]- (1.18)

Como consecuencia, empezando en el dltimo paso o i=n y realizando el
proceso “hacia atras” y recursivamente se podra obtener el precio del derivado al

tiempo t=0.

B por lo tanto, la dimensién del vector historia es “i”.
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1.1.7 Arbol recombinantes

En la secciéon anterior se describié la forma general de un arbol binomial; sin
embargo, ese tipo de &rboles representan un gran costo computacional, pues en
cada paso se generan 2' nodos, y en cada uno de ellos se debe calcular el

correspondiente cociente q;;. Esto es ocasionado porque en cada paso la tasa de

crecimiento “ui-1”, o “di-1” varia, generando un arbol denso.

Una de las primeras simplificaciones se obtiene al eliminar el efecto
aleatorio a las tasas de crecimiento, lo que originara un aumento o disminucion

plenamente determinista y constante en cada paso del modelo.

Tal simplificacion ocasiona una dramatica disminucién en el niamero de
nodos en cada paso, pues de tener 2' nodos se tendran sélo “i+1” nodos
distintos™®. La diminucién en el nimero de los nodos se origina debido a que una
trayectoria con un movimiento a la alza seguida por un movimiento a la baja del
precio de la accién, generara el mismo nodo que una trayectoria conformada por
un movimiento a la baja seguida de un movimiento a la alza. Aunado a ello y
viendo el arbol como incrementos y decrementos proporcionales al precio inicial Sy
cada nodo estara representado por un producto de incrementos y decrementos de
la forma u’/d*S, donde j representa el nimero de incrementos en el precio de la
accion mientras que k representa el nimero de decrementos en ésta; sin embargo,
el numero de incrementos y decrementos estd acotado al numero de paso en
analisis, es decir, para el paso i-ésimo soOlo se podra tener a lo mas tanto i
namero de incrementos como de decrementos. Por lo tanto, el precio en cada
nodo estara dado por u/d‘=/S, con j={1,... i}. En la Figura 5 se podra observar un

“arbol recombinante” donde el periodo de tiempo se ha dividido en tres (T/3).

* Son i+1 nodos distintos, pero seguiran existiendo 2' trayectorias para el paso i-ésimo Pliska
(1999:103).
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Figura 1.5 Representacion del modelo binomial

recombinante de tres pasos.

S 3
i / ol
0
/ \ Sou®d=S udu=S odu’

> oud=S, du/
\Sd /s =S, dud=S ,ud’

§,d°

Fuente: Hull (2009) y Shreve (2000a)

Asi mismo, la simplificacion de incrementos y decrementos constantes a lo
largo de los pasos no es la Unica simplificacion cominmente utilizada. También es

y .

la cual permitird una mayor simplificacion, como se puede observar en la Figura
1.6.

Figura 1.6 Representacion del modelo binomial

recombinante de tres pasos, considerando ud=1.

/ >
S, S,
Sod> s,
T

Fuente: Hull (2009).



1.1.8 El modelo Cox, Ross y Rubinstein (1979) o la incorporacion de la
volatilidad de la accion al modelo15

En 1979 Cox, Ross y Rubinstein publican en Journal of Financial Economics el
modelo binomial donde ajustan las variables “p”, “u” y “d” para obtener, en sus
propias palabras, resultados “mas realistas” conforme se van incrementando el
namero de pasos, es decir, cuando n —» o (6 6t = T/n - 0). Aunado a ello, es
necesario tomar consideraciones sobre la probabilidad de aumento en los precios,
pues la probabilidad de grandes incrementos sera pequefia en un periodo de
intervalo corto comparado con respecto a uno largo (véase Cox, Ross y

Rubinstein, (1979)).

Para realizar los ajustes en los parametros “u” y “d” los autores le demandan
al arbol binomial recombinante de la seccién 1.1.7 que al menos la esperanza y la
varianza de los precios generados por el modelo igualen la esperanza y la
varianza mostrada por la accion en el mercado. Tal requerimiento al modelo lo
consiguen a través de las igualdades indicadas en (1.20) y (1.21), relativas a los

cambios proporcionales en el precio de la accion.

u = exp (0' T/n) (1.20)

d =exp (—0 T/n) (1.21)

A lo largo de estas secciones se ha estudiado un fendmeno continuo como
discreto; sin embargo, al incrementar el nUmero de pasos en el periodo de tal
forma que n — o (6 6t = T/n — 0) el modelo tenderd hacia su limite, donde se
supondra una distribucion lognormal del precio de la accion; de forma general, el

limite tendera hacia los modelos de tiempo continuo.

'° Esta seccion proviene del articulo The pricing options and corporate Liabilities (Cox, Ross y
Rubinstein, 1979).
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1.2 Modelos en tiempo continuo

En la seccidon anterior se valué una opcion por medio de un método discreto, en
esta seccion se describir4 el modelo continuo en la valuacién de opciones, cuya
dinamica en el precio del activo es guiada por una ecuacion diferencial

estocastica, Black-Scholes y Merton (1973).

1.2.1 Procesos estocasticos

Uno de los conceptos fundamentales en la teoria financiera es el relativo a
“proceso estocastico”; como lo describe Venegas (2008:33), “un modelo
matematico del comportamiento en el tiempo de un fendmeno aleatorio”;
entendiéndose como fendmeno aleatorio cualquier variable financiera o
econdmica. En el caso de estudio de este trabajo, el fenbmeno se refiere
particularmente al comportamiento del precio de una accion que no paga

dividendos a lo largo del tiempo.

Los procesos estocasticos pueden considerarse discretos o continuos con
respecto al tiempo y a la variable aleatoria. Para cuestiones de esta seccidén se
referir4 solo aquellos procesos estocasticos continuos tanto en el tiempo como en
las observaciones de la variable aleatoria, es decir, el comportamiento del precio

de la accion.

1.2.2 Procesos estocasticos en tiempo continuo

Una de las caracteristicas solicitadas al proceso estocastico del precio de la
accibn es que sea una martingala, es decir, si se conoce toda el flujo de
informacion (o filtracién) hasta el tiempo “t” entonces se conocera el valor de la

variable aleatoria “S;”; asi mismo, el valor esperado de la variable aleatoria para un
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tiempo posterior, sélo conociendo la forma hasta el tiempo “t”, sera el mismo valor
“S¢”. Ahora bien, un proceso estocastico cumplira con la propiedad de Markov, si el
futuro es independiente del pasado dado el valor presente del proceso, Hull
(2009), Pliska (1999) y Shreve, (2000b).

Un caso particular de los procesos estocasticos con la propiedad de Markov
son los denominados procesos Wiener. Un proceso estocastico W serd un proceso

Wiener si cumple con las siguientes condiciones, Bjork, (2004:36):

1. W(0)=0,

2. El proceso W tiene incrementos independientes, es decir, si r<sst<u
entonces W(u)-W(t) y W(s)-W(r) son variables estocasticas
independientes,

3. Para s<t la variable estocastica W(t)-W(s) tiene una distribucion
Gaussiana N|[0,Vt —s]t6, y

4. W tiene una trayectoria continua.

Suponga que el modelo del precio de la accidon es un proceso estocastico

con la siguiente dinamica local:
S(t + At) — S(@©) = pu(t, S(©))At + o (¢, S()) AW (t)
donde
AW (L) = W(t + At) — W(t)

y W es un proceso Wiener; suponga ademas la condiciéon de frontera S(0) =a.
Ahora bien, si se permite tender a cero a At se obtendra la siguiente expresion
(Bjork, 2004:37-38):

{dS(t) = u(t,S@®)dt + o(t,S(t))aw (t) (1.22)
5(0) = a. '

'® N[u, o] denota una distribucién Gaussiana con valor esperado xy desviacion estandarc.
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En la expresion anterior, el término u(t, S(t)) es conocido en la literatura
especializada como tasa “drift” o tasa media de retorno y a (¢, S(t)) como tasa de

“varianza”, volatilidad o difusion, es importante sefialar que ambas funciones son

consideradas deterministas.

Un caso particular de la ecuacién (1.22) es cuando u(t,S(t)) = uS(®) y
a(t,S(t)) = gS(t), con u y o escalares, en este caso, la ecuacion anterior toma la

siguiente expresion.
dS(t) = uS(t)dt + aS(t)dW (t) (1.23)
= dS(t) = S(t)(udt + adW (t))

as(e) _

m = ,let + O'dW(t)

La ecuaciéon anterior es conocida como la ecuacion diferencial estocastica
correspondiente a un Movimiento Geométrico Browniano. Sin embargo, es
importante conocer el comportamiento de la funcion F(S,t) = In(S(t)), utilizando
para ello el lema de It6. EI comportamiento de la funcibn F se muestra a

continuacion

dF(s,t) = (1 —30%) dt + odW (t). (1.24)

La ecuacion diferencial estocastica anterior, aplicando el célculo de It6

tendra como solucion®’

S(0) = SpelraJerome, (1.25)

Considere, asi mismo, una opcion europea, con precio de ejercicio igual a

K, donde el subyacente es una accion que no paga dividendos y donde su precio

Y para una mayor profundidad al respecto véase (Shreve, 2000b:125-148).
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muestra una dindmica como la indicada en (1.23) y sea f(S(t),t) el precio de dicha
opcién europea. Debido a que trata de una opcion europea se debe cumplir la
condicion de frontera al vencimiento de f(T)= max {S(T)-K,0}.

"18 ol valor de la

Utilizando argumentos sobre “valuacion neutral al riesgo
opcién estard dado por el valor presente, utilizando la tasa libre de riesgo, de la

esperanza de su payoff, es decir,
c=e "E[(S(T) — K)*]. (1.26)

Considerando la distribucion de (1.25) y definiendo a Z como una
N (—%aZT, aZT), S(T) podra escribirse como S(T) = S,e""*%; por lo tanto (1.26) se

expresa como
c =e TE[(S,e"t: — K)*] (1.27)

Al resolver la integral indicada por la esperanza en (1.27) se encuentra la
solucion cerrada en el caso de una opcién europea sobre una accion que no paga
dividendos. Dicha solucién corresponde a la famosa férmula de Black-Scholes, la
cual se encuentra indicada en (1.28), cabe mencionar que la determinacién de
dicha féormula va mas alla del alcance de este trabajo (Baxter y Rennie, 1997: 90-
91; Hull, 2009:292 y Neftci, 2008:222-223).

C =SoN(d,) —Ke "TN(d,) (1.28)
donde
_ ln(S?o)+(r+02/2)T
d, = e
30) 4 (r—g2
d, = ln(K)+(r /2)T —d, — oVT.

oVT

® En un mundo con valuacién neutral al riesgo, la tasa de retorno esperada en todos los activos
disponibles para los inversionistas es igual a la tasa libre de riesgo r, Hul, (2009:290).
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Es conveniente sefialar que la esperanza de los payoffs de ciertas opciones
puede complicarse (por las condiciones de frontera) y no poder obtener una
solucién cerrada, es por ello la importancia de recurrir a métodos numéricos, los
cuales se estudiaran en los proximos capitulos, especificamente en la valuacion

de opciones barrera.
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Capitulo 2

Opciones Barrera

En el capitulo anterior se explicaron los modelos béasicos de valuacion de opciones
europeas sobre un subyacente que no paga dividendos; sin embargo, el interés de

este trabajo radica en la valuacidén de opciones barrera tipo europeo.

En este capitulo se describira inicialmente las caracteristicas de las
opciones barrera, los métodos de valuacion con modelos “discretos”, la simulacién
Monte Carlo como método para valuar opciones, asi como la presentacion de las

férmulas cerradas propuestas por Rubinstein para este tipo de derivados.

2.1. Definiciones

Una opcién barrera es aquella donde se activa si el precio del bien subyacente
alcanza o cruza ciertos niveles previamente determinados, denominados barreras.
Para el caso de este trabajo, se considerara que al activarse la opcion, ésta sera
“plain vanilla” y por lo tanto su payoff dependera si el precio del bien subyacente
alcanza o cruza las barreras, Brandimarte (2002:119). Asi mismo, si la barrera se
encuentra por encima del precio actual del subyacente ésta se denominara Sy, por
otro lado, si el precio de la accion se encuentra por arriba de la barrera se le
denominara S, usando la nomenclatura de Dai y Lyuu (2010). En la Figura 2.1 se
podra observar la ejemplificacion grafica del comportamiento del precio de un

subyacente con respecto a sus barreras.
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Figura 2.1 Ejemplificacion grafica del
comportamiento del precio de un subyacente con

respecto a sus barreras.

Fuente: Baxter y Rennie (1997).

2.2 Tipos de opciones barreras

En el caso de una opcion barrera, con fecha de vencimiento T, el derecho a
ejercer la opcion estara en funcién a si cruza o no la barrera o las barreras como

se indica a continuacion.

Suponga que el precio del bien subyacente cruza cualquiera de las barreras
(S 0 S1) y si la opcion deja de existir, la opcidn barrera se denominara “knock out”.
En contraposicion, si la opcibn empieza a existir, 0 se activa, una vez que el precio
del bien subyacente cruza alguna de las barreras, la opcion se denominara “knock
in”.

Ahora bien, si el precio del bien subyacente cruza la barrera S, la opcion
‘knock out” se calificara como “down-and-out”. Asi mismo, si el precio del bien
subyacente cruza la barrera Sy, la opcién “knock in” se calificara como “up-and-in”.

De forma similar se tendran las opciones “up-and-out” y “down-and-in”; es
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importante sefalar que se pueden combinar entre si las alternativas, por ejemplo
se podra negociar una opcion “doble barrera knock out’'®. Sélo restaria agregar el
tipo de opcion concertada, es decir, indicar si se trata de un call o de un put (por
ejemplo “down-and-in call”’)?°, Neftci, (2008:301-302).

2.3 Paridad In-Out

Existe una relacidn entre las opciones tipicas (o “plain vanilla®) y las opciones
barreras, misma que se describira brevemente en esta seccién. Los resultados de

esta subseccion, cabe mencionar, provienen de Neftci (2008:302-303).

Considere un inversionista que adquiere dos opciones barreras call, una
down-and-out (DaO) y otra down-and-in (Dal), ambas sobre el mismo activo
subyacente, con el mismo precio de ejercicio Ky con barrera igual a Sg; ademas,
suponga que el precio actual del subyacente es S;, como consecuencia €es

conveniente analizar los siguientes casos:
Caso 1: S; < Sg al inicio del contrato

En este evento, el precio del bien subyacente ya cruzé la barrera “Sg”, lo cual
se traduce en que la opcion barrera DaO vencera sin valor, por otro lado, la
opcion Dal ya se encuentra activada, por lo tanto, su payoff sera similar al de

una opcioén call plain vanilla, es decir:

[ Si St < Sg, entonces DaO + Dal = Dal= Opcidn call plan vanilla ]

Caso 2: Sg < S; al inicio del contrato

Este caso tiene dos subcasos dependiendo del comportamiento del precio

del bien subyacente durante el plazo remanente de la opcion, pues éste

!9 En este caso se combinaron las opciones tipo up-and-out y down-and-out.
%% Es decir, se tendran ocho distintos tipo de opcion barrera.
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tendra una y solo una de las siguientes dos posibilidades: 1) que el precio del
subyacente cruce la barrera en algun punto de la vida de la opcion, y 2) que
el precio del subyacente siempre se mantenga por arriba de la barrera

acordada.
Caso 2.1: S; < Sg, para alguna t € (0,T]
Este subcaso es idéntico al indicado en el Caso 1, por lo tanto:

DaO + Dal = Dal = Opcién call plan vanilla.

Cas02.2:Sg<S;, Vt € [0,T]

En esta ocasion la opcion barrera DaO ya se encuentra activada (y, por
el supuesto, continuara de esa manera durante toda la vida de la
opcién); por lo tanto, la opcién tendra el mismo payoff al de una opcién
plain vanilla. Asi mismo, bajo este escenario, la opciéon barrera Dal

vencera sin valor alguno. Es decir, se tendré la siguiente relacion:

[ Si Sg < S, Vt € [0, T], entonces DaO + Dal = DaO = Opcion call plan vanilla ]

Reuniendo los resultados de los dos casos arriba descritos, se tiene la

ecuacion conocida como la paridad in-out.
DaO + Dal = Opcién call plan vanilla

Es importante sefalar que la paridad anterior, es valida siempre y cuando
no exista un “rebate”, es decir una compensacion otorgada por el emisor al
poseedor de la opcidn barrera por el evento de que el precio del activo subyacente
haya cruzado alguna de las barreras; sin embargo, para fines de este trabajo, no

se considerard la existencia de tal indemnizacion Brandimarte (2002:119).
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2.4 Arboles y opciones con barrera

En esta seccidn se estudiaran tres modelos discretos para obtener el precio de
opciones con barrera. Los métodos seran: 1) &rboles binomiales; 2) arboles
binomiales usando la técnica indicada por Derman et. al. 1995, el cual sera
denominado a lo largo de este trabajo como “Método Derman”; y 3) arboles bino-

trinomiales.

En el Capitulo 1 se indicé que el uso de los arboles binomiales es una
forma de estudiar un fenémeno continuo como discreto, lo cual es una fuente de
error. Sin embargo, no es el Unico origen de inexactitud al utilizar los métodos

discretos, como se indica en la siguiente subseccion.

2.4.1 Tipos de error al emplear arboles binomiales (error de cuantificacion y
error de especificacion)

Dos problemas surgen, principalmente, al utilizar el método de arboles binomiales
en las opciones con barrera, los cuales originan inexactitudes en el precio
resultado. Estos problemas son denominados como error de cuantificacion y error

de especificacion.

El error de cuantificacion surge al describir un fenédmeno continuo por medio
de un modelo discreto. En el caso de los métodos de arboles binomiales, al precio
de la accion se le permite tomar s6lo los valores generados por la “red”, la cual
depende de la particién del periodo de vida de la opcién. Este error es reducido al
incrementar el nUmero de particiones, pues el precio de la accién podra tomar un
conjunto mayor de valores, ya que al tratarse de un modelo binomial recombinante
se generan “n+1” nodos finales y 2" trayectorias posibles, lo cual permite
incrementar la exactitud en el precio del contrato. No obstante, Derman et. al.
(1995) sefiala que el numero de las particiones tiene que ser de tal forma que ante

un pequefio cambio en éste, no tenga substanciales efectos en el resultado final.

El error de especificacion, por otro lado, se origina por la incapacidad del
modelo de mimetizar completamente las condiciones del contrato. De forma

similar al tipo de error anterior, una vez que se ha generado el tamafio de la
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particion del periodo, se especifica la red y por ende los precios en los que
fluctuardn los valores de la accion. El problema radica, en que el conjunto de
precios generados por la “red” podrian no incluir aquellos precios criticos %
estipulados por el contrato. En el caso de las opciones con barrera, el conjunto de
precios de la red, podria no contener los nodos precisos que indican cuando el
precio de la accién ha cruzado las barreras; como consecuencia, la valuacion
proporcionada por el modelo seré imprecisa, pues se esta obteniendo el valor de

una opcion con caracteristicas contractuales distintas a la original.

En el caso de las opciones con barrera, la generacion de la red se traducira
en que los precios observados de la accién, con relacion a las barreras, se
aproximaran a los valores de los nodos mas cercanos. Cuando este es el caso, a
la primera linea de puntos donde se hace palpable el efecto de la barrera se le
denomina: “barrera efectiva”, contra “barrera especificada” por el contrato (véase
la Figura 2.2). El caso ideal es cuando las barreras “efectiva” y “especificada” son

la misma o existen nodos ubicados en ella.

Figura 2.2 Barrera efectiva vs. barrera

especificada o contractual.

Barrera efectiva 50

1
140
130
ann /\4 [aVa¥

Barrera especificada

Fuente: Derman et. al. (1995)

*! El caso mas comun es el precio de ejercicio en las opciones.
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2.4.2 Método binomial para opciones con barrera (Modelo CRR)

Como se menciono en el capitulo anterior, lo primero es determinar el payoff del
producto derivado al final del periodo, en este caso se trata de una opcidn con
barrera. Sin embargo, dadas las caracteristicas de este tipo de derivados, el pago
esperado al final estara en funcion tanto del precio de ejercicio como de la barrera

0 barreras pactadas.

En el caso de las opciones plain vanilla europeas su payoff estara dado
por?? f(S(T)) = (S(T) — K)*, donde “K” es el precio de ejercicio pactado. A esta
condicion solo le resta incluir el efecto de las barreras. Por ejemplo, en el caso de
una opcién call up-and-out con barrera Sy, el pago al vencimiento estara dado por
la expresion (2.1), Bjork (2004) y Pliska (1999).

£(S(M) = {%S(T) -K)* Sny(? < Sy, Vt, t €[0,T] 2.1)

De forma ilustrativa, en el Cuadro 2.1 se muestran los payoff para opciones
call tipo “knock out” y “knock in” (el payoff en el caso de las opciones put es muy

similar a las mostradas en dicho cuadro).

Cuadro 2.1 Funcion del valor final de opciones call con barrera

Tipo de opcidn barrera Payoff
up-and-out | f(S;) = (gT — K7 Sei i(z) <SpVLLEOT] (5 9y
knock out —

down-and-out | £(S;) = (OST —K) il j(ct) > S,V t €0,T]

. 0 SiS(t) < Sy,vt,t € [0, T

up-and-in- 1 f(Sr) =g, _ y+ ;0(6) ! o

knock in 5 ’ s S o7

down-and-in | f(Sy) = e — K* ; O.(? > S, Vt, t € [0,T]

Fuente: Elaboracién propia con informacién de Bjork (2004).

*? Véase la seccion “1.1.4.2 Obtencién del precio de una opcion call”.
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Noétese que, la principal diferencia entre las opciones europeas plain vanilla
y las opciones barreras, es que el payoff del producto derivado no solamente
dependera del precio del bien subyacente al vencimiento del contrato, es decir en
el tiempo “T”, sino del comportamiento del precio del bien a lo largo de la vida del
derivado. Es por ello que este tipo de opciones son conocidas como dependientes
de la trayectoria o “path-dependent”, por su nombre en inglés. Por lo tanto, el uso
del método CRR, en cada nodo, para la valuaciéon de este derivado, debera
evaluarse si se ha superado o no la barrera especificada “B”. De esta forma, la
expresion (1.18) debera incluir la evaluacion de la condicién indicada por la

barrera.

(1.18): fji = exp(—7rdt) [CIj,if (So(Xj,iun)) +(1—q;)f (SO(Xj,idn))]

Por ejemplo, en el caso de una opcion call up-and-out con barrera Sy

debera analizarse si el precio ha superado la condiciébn para poder realizar la

valuacion.
£ (So(Xj.0n)) = { (So(Xen) = )" St So(Xjittn) < S
0 e.o.c
£ (So(Xjudn)) = { (So(Xut) = )" Si So(Xjidn) < S
0 e.o.c

Por lo tanto, la expresién (1.8), para el nodo j,i podra obtener los valores indicados
en el Cuadro 2.2. Cabe mencionar que la representacion grafica de los posibles
resultados indicados en dicho cuadro se encuentra en la Figura 2.3. En la Figura
2.3.a, se muestra el cambio en el precio del bien subyacente y su correspondiente
payoff cuando el precio se encuentran por debajo de la barrera; en la Figura 2.3.b,
el payoff del contrato cuando el nodo superior sobrepasa la barrera; mientras que
en Figura 2.3.c, tanto el nodo superior e inferior se encuentran por arriba de la

barrera.
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Cuadro 2.2 Funcién del valor de la opcion con barrera en cada nodo del arbol,

empleando el método CRR

Payoff en el nodo j,i

Condicién

fji = exp(-rét) [qj,i(SO(Xj,iun) -K)"

+ (1 - q;,)(So(Xjidn) — K)+]

Si So(Xjiun) <Sy Y So(Xjidn) <Sp: es
decir, ninguno de los valores procedente de

j,i cruzaron la barrera.

fji = exp(—rét) [(1

—qj:)(So(Xjudy) — K)+]

Si So(Xjun)>Sy ; es decir, el nodo

superior, procedente de j,i cruzo la barrera.

fii

Si So(Xjiun) >Sy Y So(Xjidn) > Su; es

decir, los nodos procedentes de j,i

cruzaron la barrera

Fuente: Elaboracion propia con informacién de Bjork (2004).

Figura 2.3 Representacion del valor de la opcion con barrera en cada nodo del arbol,
considerando las alternativas del precio del activo subyacente.

S Sn(Xj_:'ﬂ) Sn(Xj_:'H)
S8 ol 510 ))=(8p (i )-K) S8 ol ))=0
Sg
SolX;:) SolX;:)
SolX;:d) SolX;d)
S5 olX;,:d))=(So (X :d)-K) S50l d))=(S0 (X d)-K)
a) b)
SolXiu)
SUSolX; u))=0
SolXj:)
SolX; )
Sg S5 olX;:d))=0

c)

Fuente: Elaboracion propia.
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A manera de ejemplo, la Figura 2.4 muestra la representacion del modelo
binomial recombinante de siete pasos. Es este arbol se exhibe el valor del payoff
del derivado en los nodos finales, asi como en los nodos donde el valor del precio

del bien subyacente se encuentra por arriba de la barrera especificada Sy.

Figura 2.4 Ejemplo de un arbol binomial, de siete pasos, para la valuacion
de una opcion call up-and-out con precio de ejercicio “K” y barrera knockout

(o barrera especificada) igual a Sy.

Barrera efectiva A Sau
0
,?Sﬂug
0 N
/Sgu' \ /Sgu-
0 0
ERTU AR Sou’
o 5
Sou FSou Sou
& 4 v 3_ +
TSpu 7 Sou 7 Sgut (§ou”-K)
S pu __:T,Sou ___';Sgu :;Sgu
S0 75,7 LT I Sou-K)
T S 50d Sod. S Sd
Syd Sod? S Csgd? S (8,d-K)
= 5ed*_ *Sod’ . .,-..:'l:*Safi"j
o S e (Sd-KY
S g .- Barrera especificada Sod™. _,-"?S“d !
Sod ){zsﬂdf
"sna'f-"’" (8,d°-K)
Sod’
(Sed’-KY

En este ejemplo se supone, que no existe conjunto de nodos en la red

coincidente con el valor de la barrera especificada.

Fuente: Elaboracién propia con informacion de Derman et. al. (1995).

De forma general, una vez determinado los payoff en los nodos finales y en
los nodos por arriba de la barrera solo restara realizar el proceso “hacia atras”,
empezando en el Ultimo paso o i=n, y recursivamente se podra obtener el precio

del derivado al tiempo t=0 (como se indicé en el Capitulo I).

38



Es importante sefialar, que por medio de este método se podria reducir el
error de cuantificacion, cuando n - o, pero no el error de especificacion si la

barrera efectiva fuera distinta a la barrera especificada.

2.4.3 Método Derman para opciones con barrera

Esta seccion esta encaminada en explicar el procedimiento desarrollado por
Derman et. al. 1995, el cual estad enfocado en perfeccionar el método binomial en
las opciones con barreras. El objetivo principal de este método es proporcionar un
precio mas acorde con las caracteristicas de las opciones con barrera, tratando de

reducir tanto el error de cuantificacion como el de especificacion.

Para la descripcion de este modelo se considerard una opcion call up-and-
out; es decir, una vez que el precio de la accién haya superado la barrera superior
Sy el precio de la opcién sera igual a cero. EI Método Derman considera un pago
al tenedor de la opcién como compensacién, conocido como “rebate” o T(S), por el
vencimiento sin valor de la opcién como resultado de que el precio de la accién
haya cruzado la barrera; sin embargo, en el caso de este trabajo, dicha

compensacion serd igual a cero.

El algoritmo de modificacién de la barrera del Método Derman supone que
la barrera especificada se encuentra entre dos conjuntos de nodos, unos por
arriba y otros por debajo de la barrera especificada. El algoritmo para realizar el
ajuste en el valor de la opcion por medio de este método es el siguiente:

1. Obtener el valor V(D) de la opcién en el nodo “D”, ubicado por debajo de la
barrera especificada, tomando en cuenta la barrera efectiva.

2. Al conjunto de nodos por debajo de la barrera efectiva se le denominara
“barrera modificada” y, de forma similar al punto anterior, se debera obtener el
valor de la opcion V(D) y del “rebate” o compensacion T(D) en el nodo “D”, pero
utilizando la barrera modificada como si fuera la barrera pactada. Bajo esta
“nueva” barrera, el valor de la opcion en el nodo correspondiente sera V(D)=0,

conservandose sélo el valor relativo a T(D).
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3. Con esos valores, es decir, con T(D) y V(D), debera interpolarse para obtener
el valor correspondiente a la barrera especificada (véase la Figura 2.5). El
objetivo de la interpolacion es reconocer la influencia (o nivel de cercania) de la
barrera especificada sobre la barrera modificada y, por ende, su efecto sobre la
el valor de la opcioén. Es decir, obtener una valuacibn mas precisa para el nodo
por debajo de la barrera efectiva, por medio de V (D), quien tiene la siguiente

expresion analitica®:

. B—-D U—-B

Donde:

B.- Es el valor de la barrera especificada.

U.- Es el valor del nodo ubicado por arriba de la barrera especificada
“B”. Este nodo pertenece a la barrera efectiva.

D.- Es el valor del nodo ubicado por debajo de la barrera especificada
“B”. Este nodo pertenece a la barrera modificada.

V(D).-El valor de la opcién en el nodo “D”, tomando en cuenta la barrera
efectiva.

T(D).-El valor del “rebate” en el nodo “D”, tomando en cuenta la barrera

efectiva.

4. Los valores de la opcion en la barrera modificada sera los obtenidos por medio
de la expresion de V(D).

5. Obtener el valor de la opcién, por medio del método de induccion hacia atras
(backward induction) usado en el método binomial de CRR (véase Capitulo I).

2 Enel Apéndice 2 se encuentra el desarrollo de la interpolacion.
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Figura 2.5 Ejemplo para la interpolacion del valor de la

opcién para la barrera especificada “B”.

r

V(D)}erenrirrmnimnmninnnasnnnan.

T(D)|-4~ +

Fuente: Elaboracion propia con informacion de Derman et.
al. (1995).

2.4.4 Método de arboles bino-trinomiales (BTT) para opciones con barrera

En las secciones previas se describieron los Métodos CRR y Método Derman
como herramientas para valuar opciones con barrera. EI Método de Arbol Bino-
Trinomial, o BTT por sus siglas en inglés, surge como herramienta para disminuir
el error de especificacion®*; en palabras de los autores Dai y Lyuu (2010), el BTT

es esencialmente un arbol binomial®®

con estructuras trinomiales para proveer de
flexibilidad, particularmente en los puntos criticos donde se pudieran originar
errores de especificacion; el resultado es una convergencia suave y con menos
oscilaciones. ElI método principalmente adapta la red de un arbol a los puntos
especificados en el contrato, en el caso de nuestro interés, adecua la red a las
barreras del contrato. Es importante sefalar que, los resultados y definiciones de

esta seccion provienen de Dai y Lyuu (2010).

El método se basa en crear un arbol CRR trunco en sus dos primeros
pasos, pero unido al precio inicial del activo subyacente, Sy, por medio de una

estructura trinomial (véase la Figura 2.6). Asi mismo, el arbol generado incluye un

24 yyéase la seccion 2.4.1.
> Como consecuencia, el método reduce el error de cuantificacion, cuando n—oo.
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conjunto de nodos coincidentes con las barreras, para ello se ajusta la altura de
los nodos. El supuesto del modelo, como el de los anteriores, es la distribucion

log-normal del activo subyacente:

(r—%az)tﬂrdwt

Strat = See (1.25)

donde “r" es la tasa anual libre de riesgo.

Figura 2.6 Arbol bino-trinomial (BTT) con barreras “H” y “L”y precio inicial
de S,.

Fuente: Dai y Lyuu (2010)

Antes de describir los pasos del algoritmo para el método BTT, es
conveniente definir el V-log-precio del precio de un bien ¥’ como In(V'/V). En

consecuencia, y por definicion, un V-log-precio de z, implica un precio del bien
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igual a Vexp(z).?® Usando esta definicion, la altura existente entre cada linea de
nodos sera de ovAt en términos del Ss-log-precio. Esta cantidad es obtenida a

través de los incrementos y decrementos indicados por (1.20) y (1.21), pero,

nuevamente, en términos del Ss-log-precio:

u = exp (a T/n), (1.20)

d =exp (—a T/n). (12.21)

Por lo tanto, la distancia entre dos nodos adyacentes de un mismo paso sera igual

a 20+/At.

El algoritmo para realizar el ajuste de la red para coincidir con las barreras
y, con ello, reducir el error de especificacion en el valor de la opcion, se muestra a

continuacion:

1. Se debe obtener el Ss-log-precio de “H” y “L”, los cuales se denominaran: “h”

y
la red del CRR generado es necesario tomar en cuenta la distancia

“I”

respectivamente. Asi mismo, para asegurar que h y | se encuentren en

h-1

20\/A_t=k

existente entre los nodos, de tal forma que el cociente

correspondera a un numero entero.

2. Suponga un arbol CRR completo de pasos, es decir, el intervalo del

tiempo esta dividido en “m” lapsos de longitud igual a At = — S|n embargo,
esa longitud no garantizara que la distancia entre las barreras, - \/_, sea un
namero entero; para ello, Dai y Lyuu (2010), definen At como:

Ap = (h - 1)2
"\ 2o

donde k = [2 |

%% El V-log-precio de un bien con valor de V' = Vexp(z) seré igual a In (%) =1In (Vex—p(z)) =2z

4
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Solo resta generar los nodos partiendo de “L” con incrementos de

magnitud +20+/At, de esta manera, habra un nodo coincidente con “H”.

3. El CRR, para formar el arbol binomial trunco del método BTT, tendré
[%J — 1 pasos, por lo tanto, sera necesario determinar el tamafio del primer
paso para complementar todo el periodo de vida de la opcién. El tamafio del
primer paso seraiguala At' =T — (lﬂ - 1) At.

4. El siguiente paso es determinar los nodos “A”, “B” y “C” en el paso 4t’. El
precio inicial Sp estara conectado hacia esos nodos creando el arbol
trinomial justamente para este paso (véase la Figura 2.6). Ademas, es
necesario que en esos nodos se cumpla con el supuesto de log-normalidad

del precio, en particular para el primer y segundo momentos?’; para ello se

define la funcién de la media y de la varianza de la siguiente manera:

ulx) = (r - 072) X (2.2)
Var(x) = o%x (2.3)

Haciendo uso de la funcién Ss-log-precio, la media y la varianza de
los nodos “A”, “B”y “C” en el paso At sera u(At')y Var(At') conforme lo
indicado en las ecuaciones (2.2) y (2.3). Los nodos potenciales estaran

distribuidos a lo largo del paso At’ siguiendo la relacién indicada en (2.4.a) y

(2.4.b):
1+ 2joVAt Si el arbol CRR truncado tiene un nimero de pasos par, (2.4.a)
I+ (2j + DoVAt eo.c. (2.4.b)

" “El momento r-ésimo de una variable aleatoria “X” alrededor de la media U, también llamado el
momento central r-ésimo, se define como:

Uy = E[(X - ‘u)r]
donde r =1{0,1,2,..,}. Se deduce que el uo =1; uyy =0y pu, =1, es decir, el segundo
momento central o segundo momento alrededor de la media es la varianza” (Spiegel, Schiller y
Srinivasan, 2003:86).
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El primer nodo a identificar, serd aquél que su Ss-log-precio se
encuentre en el intervalo de [u(At") — oAt u(At’) + ov/At), dicho nodo se

denominara como “B”, por otro lado, los nodos “A” y “C” seran el nodo

adyacente superior e inferior, respectivamente.

5. Una vez determinado el nodo “B” se obtendra su Ss-log-precio, el cual se
denominarda como fi. Notese que, sin pérdida de generalidad, el Ss-log-
precio de “B” sera de la forma ji = I + koAt %, por lo tanto, el Ss-log-precio
de “A” y “C” seran respectivamente i + 20VAt y i — 20VAL.

Posteriormente se determinara la distancia entre cada uno de estos
precios y la media en At’, dicha distancia se encuentra definida en las

ecuaciones siguientes:

B = i — u(At) (2.5)
a = i + 20VAt — u(At") = B + 20V/At (2.6)
Yy = — 20VAt — u(At") = B — 20vV/At. (2.7)

6. Es necesario determinar las probabilidades de las trayectorias de S, para
alcanzar cada uno de los nodos “A” “B” y “C”. Lo cual se consigue

resolviendo el sistema indicado por las ecuaciones (2.8), (2.9) y (2.10).

Pa+P,L+P;y=0 (2.8)
P,a? + P,B? + Pyy? = Var(At') (2.9)
P, +Pnp+Py=1 (2.10)

Las dos primeras ecuaciones corresponden al primer y segundo
momentos de la distribucion de log-normalidad del precio; la tercera

igualdad, por otro lado, corresponde a la probabilidad del espacio muestral,

8 Donde k € Z y sera par si el &rbol CRR truncado tiene un niimero de pasos par, en otro caso
serd impar (véase 2.4).
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obtenida por la suma de los tres eventos excluyentes correspondientes a

IOS nodos “A”’ “B”y “C”-

7. Finalmente, se debera obtener el valor de la opcion, por medio del método
de induccién hacia atras (backward induction) usado en el método binomial
de CRR (véase Capitulo I).

El algoritmo anterior esta disefiado para valuar opciones con dos barreras;
no obstante, éste mismo se puede emplear para el caso particular cuando las

opciones cuenten con una sola barrera, como es el caso de este trabajo.

Para valuar opciones con una sola barrera, suponga una barrera superior
“H”, sblo sera necesario adaptar a la red del CRR trunco el V-log-precio de la
barrera, es decir “h. Asi mismo, no serd necesario realizar el ajuste para obtener
pasos “enteros” en el arbol tipo CRR, ya que, al no incorporar la otra restriccion de
la barrera, la tradicional particidbn proporcionara un numero entero al arbol BTT.

Por lo tanto, se simplifica a los pasos del 4 a 7 del algoritmo.

2.5 Valuaciones por medio de simulaciones Monte Carlo
Los métodos que involucran arboles, como se mencion6 en las secciones

anteriores, realizan una simulaciéon del precio continuo del bien subyacente por
medio de un modelo discreto; a diferencia de ello, el método Monte Carlo
proporciona una “solucion probabilistica” al problema de la valuacién de las
opciones por medio de simulaciones aleatorias del precio del activo, Kwok, (2008).
En palabras de De Lara (2008), las simulaciones Monte Carlo “consisten en crear
escenarios de rendimientos o precios de un activo mediante la generacion de
nameros aleatorios. Posteriormente se observa el comportamiento del activo

simulado”.

La justificacién sobre utilizar el Método Monte Carlo® radica en la ley fuerte

de los grandes nimeros o ley fuerte de Kolmogorov° (Jackel, 2002:18). Asi

?% Se usara indistintamente en este trabajo simulacion Monte Carlo o Método Monte Carlo.
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mismo, el uso mas comun, de este método, dentro de las finanzas, es encontrar el
valor esperado de una funcion f(x), dada una determinada distribucion

probabilistica, ¥ (x) sobre el dominio de “x”, de forma general, x € R" (J&ckel,
2002:7). Es decir:

v = Eyu[f(X)].

Sin embargo, el punto medular en la implementacion del Método Monte
Carlo es el uso de nimeros aleatorios que satisfagan una funcién de distribucién®
especifica; en este punto al respecto, el método se basa en los avances teéricos
tanto para la generacion de numeros aleatorios como de mecanismos de
validacion de dicha “aleatoriedad”. La incapacidad real de las computadoras en
generar nimeros aleatorios, debido a que estan disefiadas a seguir un conjunto de
pasos plenamente determinados por procesos algebraicos, da origen a lo que se

denomina numeros pseudo-aleatorios (NPA).

2.5.1 Generadores de nimeros pseudo-aleatorios (GNPA)
Como se mencion6 anteriormente, el método de simulaciones Monte Carlo estudia

sistemas con componentes aleatorios; sin embargo, debido al principio
determinista de los algoritmos para mimetizar el comportamiento de los nimeros
aleatorios surgen los numeros pseudo-aleatorios, los cuales estan descritos,

usualmente®?, por medio de una semilla, Xo, y por un conjunto de variables de
estado, E, a las cuales se les aplicard una funcion de transicion iterativa, T, para

obtener un nuevo numero o variable de estado x;; finalmente se aplicard una

®la ley fuerte de los grandes nimeros indica lo siguiente: Sean Xy, X, ..., X, una secuencia de
variables aleatorias independiente e idénticamente distribuidas, tales que:
E[X;] = u.

Entonces, con probabilidad 1,
n

>
— >
. 1 n ﬂ

i=
cuando n - o (Ross, 1997:73).
%! Generalmente es producir variables aleatorias distribuidas uniformemente para posteriormente
transformarlas hacia otro tipo de distribuciones (Glasserman, 2004:39).
%2 Se adoptd la nomenclatura utilizada por Lemieux (2009), a excepcion de la letra “S” que dicho
autor utiliza en la identificacion del conjunto de las variables estado, pero podria causar confusion,
pues dicha letra es usada, a lo largo de este trabajo, para identificar al activo subyacente en los
productos derivados.
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funcion & para obtener las variables de salida o conjunto T (Jackel, 2002:65-66 y

Lemieux, 2009:59).

Un verdadero generador de numeros aleatorios debiera ser capaz de
generar una secuencia de variables aleatorias independientes Uj, U,,..., con
distribucion uniforme entre cero y uno; esencialmente, en otras palabras, se pide
que no exista correlacion entre pares de variables y, en forma general, la variable
Ui no dependa de las i-1 variables anteriores (Glasserman, 2004:40). En contraste,
los generadores de niumeros pseudo-aleatorios (GNPA) pueden presentar alguna
de las siguientes caracteristicas, las cuales les impiden generar numeros
completamente aleatorios (Glasserman, 2004:40, Lemieux, 2009:24 y (J&ckel,
2002:67-70):

1. El método podria incluir “puntos fijos” a partir de los cuales el algoritmo no
sea capaz de generar otro numero. Estos puntos también son considerados
inestables o “repelentes” pues cualquier numero, dentro de una vecindad
centrada en el punto fijo, al aplicarle el método sera repelido fuera de la
vecindad.

2. El algoritmo, después de un cierto periodo, repetird niameros; es decir, son
ciclicos. Sin embargo, el perfeccionamiento de métodos generadores esta
enfocado en incrementar el periodo de repeticion®.

3. Los GNPA producen secuencias finitas de valores.

Junto con el avance en la generacion de NPA han surgido pruebas para
evaluar la calidad del generador, los cuales permiten calificar a los algoritmos
como “buenos” o como “malos” (en este ultimo caso se podrian obtener resultados
invalidos) (Lemieux, 2009:24,57).

De acuerdo a Lemieux (2009), se podria implementar, en sus propias

palabras, un generador de “verdaderos” numeros aleatorios basado en dispositivos

% De acuerdo a Lemieux (2009) el método “MRG32k3a” de L’Ecuyer tiene un periodo de 2

mientras que le método “Mersenne-Twister” de Makoto Matsumoto y Takuji Nishimura, tiene un
periodo de 21997,
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fisicos; a pesar de ello, no es lo mas conveniente por las siguientes razones
(Lemieux, 2009:24,58):

1. Los errores de medicién y errores técnicos serian dificiles de medir,
ademas de sesgar los resultados.

2. Los generadores podrian ser muy lentos para la generacion de millones de
datos.

3. Se perderia la propiedad de repetitividad de secuencias de numeros
aleatorios, como consecuencia, no podrian desarrollarse técnicas de

reduccion de varianza o procesos de “debugging” en el algoritmo mismo.

2.5.2 Familias de generadores de nimeros pseudo-aleatorios (GNPA)
Existen varios tipos de familias de GNPA, pero los mas comunes se muestran a

continuacion®:

1. Recurrencias lineales.- Ejemplos de esta familia de generadores incluye
los siguientes tipos:
1.1.Generador lineal de congruencia o LCG, por sus siglas en inglés. En
este tipo de generadores el conjunto estado es E = Z,,; la funcién de
transformaciéon es de la forma t(x) = (ax + c)mod m, con m>1; y la

funcién de salida es é(x) = % En la funcion de transformacion se le

pide, tanto a la constante “a” como a “c”, sean numeros enteros
distintos de cero, a dichos niumeros se les conoce como “multiplicador”
e “incremento”, respectivamente; ademas, la semilla debe ser un
namero entero entre 1 y m-1 (Brandimarte, 2002:225, Glasserman,
2004:41 y Lemieux, 2009:61).

1.2.Generador recursivo multiple, o MRG por sus siglas en inglés. En este
caso, el conjunto estado es de la forma E = ZF, donde k=21 y m un

namero primo, asi mismo, se requiere una variable de estado inicial

% Se citan los métodos mas difundidos; sin embargo, para el lector interesado en este tema,
Glasserman (2004) y Lemieux (2009) proporcionan una vasta bibliografia sobre la generacion de
nameros pseudoaleatorios.
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y; = (xi, ..., xi_+1) para el paso i; la funcién de transformacién es de la

forma x; = 7(v;) = (X, ajx;—;)mod m, con k 2 i; y la funcién de salida

Xi

es &(y;) = =; igual al caso anterior, cada una de las “a;” deberan ser
L m ]

nameros enteros distintos a cero. Es importante sefialar que, existen
algunos casos especiales de los MRG, los cuales se muestran a
continuacion (Lemieux, 2009:62-63):

1.2.1. Sikesigual a uno, se tendra un LCG, donde el incremento es
igual a cero. A dicha subfamilia de generadores se les conoce
como multiplicativos (MLCG, por sus siglas en inglés).

1.2.2. En los Generadores Fibonacci con Rezagos aditivos la funcion
de transicion esta regida por funciones con la siguiente forma:
x; = (xi_p + x;_x)mod m.

1.2.3. Combinacién de generadores.- En este tipo de generadores se
combinan “J” generadores en paralelo para obtener un periodo
mucho mas largo. Por ejemplo, L’Ecuyer, citado por Glasserman
(2004), recomienda la combinacion de dos MRG: a) el primero
con médulo 2°'-1 y coeficientes:

a; =0, a, = 63,308, a; = —18,3326;
por lo tanto tendrd un periodo de 93; el segundo con médulo
2,145,483,479 y coeficientes

a; = 86,098, a, = 0, a; = —539,608;
tendra un periodo cercano a 93; al combinar estos dos
generadores se producira un generador con un periodo cercano

a 2185-

1.3. Generadores basados en recurrencias modulo 2. Este tipo de
generadores se sustentan en el procesamiento binario de las
computadoras (Lemieux, 2009:64). Dentro de esta familia de
generadores se encuentran los de registto de cambio vy
retroalimentacion lineal (LFSR, por sus siglas en inglés), los cuales

poseen una funcion de transicién dictada por
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X; = (Z?=1 ajxi_j)mod 2,
mientras que la funcion de salida es de la forma

E(x) = Xhoy Xipsj—1277,
donde el paso “v’ y “L” son nUmeros enteros positivos.

“* ”

Este método se puede generalizar cambiando los bits “x;” por
vectores “x;” con “L-bits”, es decir, x; € RE. Es importante sefialar que,
dentro de este tipo de generalizaciones pertenece el famoso método
Mersenne-Twister >, el cual, de acuerdo a Lemieux (2009), es el

generador por default en MatLab 7.4.

2. Generadores con acarreo. La funcion de transicion en este tipo de
generadores es de la forma (Hechenleitner, 2004:12):

x; = (Thoq ajxi_j + ¢ )mod m;

G = 1(2;21 aixi_j +c¢i_1)/m|,
donde a c; se le denomina acarreo.
Dentro de esta familia se encuentran los métodos add-with-carry (AWC) y
subtract-with-borrow (SWB). En el caso del generador AWC la funcién de
transicion es

xi = (Xi_ + xi_i + ¢;)mod m,

donde

0 si XirtXip+c<m
Ciy1 = ]
W1 sixj_, X+ =m;

ademas k > r son numeros enteros (Marsaglia y Zaman, 1991:465). Por otro
lado, el generador SWB, de forma similar, esta descrito por

x; = (x_y — x;_, — c;)mod m,

% Enla pagina web del “Mersenne Twister” se encuentra tanto la explicacion del método como el
codigo para distintos lenguajes: http://www.math.sci.hiroshima-u.ac.jp/~m-mat/MT/emt.html. Asi
mismo, sus autores sefialan que este método fue disefiado tomando en cuenta los defectos de los
generadores existentes hasta ese momento, ademas de ser un generador rapido y con uso
eficiente de memoria (Matsumoto y Nishimura, 2011).
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pero en este caso el acarreo estara conformado por (Marsaglia y Zaman,
1991:466):

c _{1 Sixi_r+xi_k+ci<b
170 sixj_, +xi_) +¢; = D.

Generadores no lineales. Como su nombre lo indica, en este tipo de
generadores ni la funcion de transicion ni la funcién de salida son lineales,
por lo que su estructura es mas compleja. Un ejemplo de esta familia de
generadores es el generador de congruencia inversa o ICG, por sus siglas
en inglés; en este generador la funcién de transicion y de salida son de la

Xi —

forma x; = (ax;_; + c)modmy & = — respectivamente; donde x; , es tal

que x; x; = 1 mod m (Lemieux, 2009:67 y Hechenleitner, 2004:12).
Aunque, este tipo de generadores es computacionalmente

demandante y muy lentos, pueden ser de gran utilidad “para comparar

resultados en casos donde las deficiencias de un generador de nameros

[pseudo] aleatorios sea la causa de preocupacion” (Glasserman, 2004:53).

Finalmente, se debera tener en cuenta las siguientes consideraciones para

la creacion de GNPA (Glasserman, 2004:42):

a)

b)

d)

Longitud del periodo.- Como se ha mencionado anteriormente, es
conveniente contar con método donde el periodo de repeticion sea muy
prolongado, de esta manera se generaran distintos valores antes de su
repeticion.

Repetitividad.- La cual ha sido considerada en la seccién anterior.
Velocidad.- El generador sera utilizado (o llamado) varias veces durante
las simulaciones, de ahi lo beneficioso de contar con un GNPA veloz.
Portabilidad.- El generador no deberd depender de la plataforma
computacional, es decir, no deberd estar subordinado al lenguaje de
programaciéon, compilador o equipo de coOmputo. También debera ser de

facil implementacion (Lemieux, 2009:60).
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e) Aleatoriedad.- El generador deberd someterse a un riguroso escrutinio

estadistico para probar su calidad.

2.5.3 Aplicacion de las simulaciones Monte Carlo en la valuacion de opciones
europeas tipo call
El punto inicial al utilizar simulaciones Monte Carlo en la valuacién de productos

financieros es la generacion de las posibles trayectorias o escenarios de los
activos subyacentes. En el caso de las opciones tipo “vainilla” aunque realmente lo
importante es conocer el valor del activo subyacente al momento del vencimiento
del derivado, hay ciertos contratos, como las opciones con barrera, donde su valor
dependera de la trayectoria del activo subyacente, de ahi la relevancia en conocer
toda la trayectoria, 0, en su defecto, el valor en ciertos instantes (Brandimarte,
2002:430).

2.5.3.1 Creacion de Escenarios o trayectorias
Sin embargo, en la construccién de los escenarios o trayectorias, por medio del

Método Monte Carlo, se generan dos tipos de errores (Brandimarte, 2002:430):

1. error de la muestray

2. error de discretizacion.

El primer error esta relacionado con la naturaleza “aleatoria” del Método
Monte Carlo; mientras que el segundo error es resultado de la discretizacion de un
modelo en tiempo continuo, debido a la incapacidad de las computadoras en
atacar problemas continuos. La forma mas comun de discretizacion de una
ecuacion diferencial estocastica es por medio del Método Euler; por ejemplo, la
ecuacion diferencial estocastica de 1td

dSt = a(St, t)dt + b(St, t)th,
se escribe en su forma discreta como:
65t = St+6t - St = a(St, t)(St + b(St, t)mf,

donde 6t es el paso de discretizacion y e es un numero aleatorio con distribucién
normal estandar (Brandimarte, 2002:430-431 y Seydel, 2009:11,34 y 102).
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De forma anéaloga, la version discreta de la dinamica del precio del bien
subyacente correspondiente a un movimiento geomeétrico browniano como en
(1.23), es decir:

(1.23): dS(t) = uS(t)dt + aS(t)dw (t), (2.11)
tendra la siguiente forma (Brandimarte, 2002: 431 y Venegas, 2008:856):
Sirst = (14 ust)S, + oS.\/ste. (2.12)

El problema con esta adaptacién discreta es que cada uno de los valores
S; = S(idt) asi generados se distribuyen como una normal, en lugar de distribuirse
como una lognormal, lo cual es el supuesto del comportamiento del activo
subyacente. Este error puede aminorarse reduciendo el tamafio de los pasos 6t
en la discretizacion, a costa de tiempo y recursos computacionales (Brandimarte,
2002: 431).

2.5.3.2 Simulacién del movimiento geométrico browniano
El problema de la version discreta presentada en la ecuacion (2.12) se soluciona

aplicando el lema de 1t6 a dS(t) = uS(t)dt + oS(t)dW (t) obteniendo la ecuacion:
1 2
din(s,) = (u —20%)dt + odW,. (2.13)

Al utilizar las propiedades de la distribucion lognormal y definiendo a

v =u—o0?/2, se tendra que:

t
S¢ = Spexp (vt + af dW(‘L’)>
0

consecuentemente, la version discreta con pasos de tamafio 6t estara dada por la

ecuacion (2.14),

Stist = Stexp(v& + a\/ﬁe), (2.14)
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por medio de la cual se podran generar trayectorias para el activo subyacente

(Brandimarte, 2002: 431-432 y Venegas, 2008:856).

En la Figura 2.7 se presenta un ejemplo de simulacién de cien escenarios

del precio del activo, generados por medio de simulaciones Monte Carlo y la

version discreta indicada en (2.14), donde el activo inicia con precio de $50, y con

una tasa media de retorno, u, de 10% y una tasa de volatilidad, o, de 30%.

Figura 2.7 Trayectorias generadas por el Método Monte Carlo para un

subyacente con precio inicial, Sy, de 50, zde 0.1, y, ode 0.3.

120 T T T T T T T

110
100
90
80
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40
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En la figura se muestran 100 trayectorias del precio del activo para un afio,

con pasos de un dia.
Fuente: Brandimarte (2002)

2.5.3.3 Valuacion de productos derivados utilizando el Método Monte Carlo

En la valuacién de productos derivados aplicando el Método Monte Carlo

se

supondra que la dinamica del precio del bien subyacente corresponde a un
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movimiento geométrico browniano, como en (2.11), y recurriendo a argumentos

sobre valuacién neutral al riesgo se tendra la dinamica
dS(t) = rS(t)dt + aS(t)dW (t). (2.15)

Por lo tanto, la valuacion del producto derivado sera el valor presente,

aplicando la tasa libre de riesgo “r”, de la esperanza de su payoff, representado

por la funcion f, en el tiempo T, es decir, e E[f(S(T))].

En consecuencia, para evaluar la esperanza por medio del Método Monte
Carlo es necesario simular trayectorias del precio del activo subyacente sobre el

intervalo [0, T], y para cada una de las trayectorias se calculara el valor presente
del payoff, e™"T (f(S(T))), posteriormente se obtendr& el promedio de los valores

presentes, es decir:

Puc = 231 e (£(54(T)) (2.16)

donde S; representa la trayectoria o escenario i-ésimo del comportamiento del
activo subyacente del producto derivado y n es el nimero total de escenarios

considerados.

El resultado del promedio aritmético, indicado en (2.16) se considerara
como el estimado del precio del producto derivado proporcionado por las

simulaciones Monte Carlo (Glasserman, 2004:30).

2.5.3.4 Valuacion de una opcién europea de compra utilizando el Método Monte
Carlo
Para emplear el método Monte Carlo en la valuacién de opciones europeas se

utilizara la ecuacion diferencial estocastica indicada en (2.15). Asi mismo, el payoff
de la opcion de compra en el momento T sera f(T) = (S(T) — K)*, donde K

representa el precio de ejercicio.
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Por lo tanto, de manera similar a la subseccion anterior, el precio de la
opcién de compra por medio del Método Montecarlo, empleando n escenarios,

sera igual a al promedio indicado en (2.17) (Venegas, 2008:856).
Puc ==X, e T ((Si(T) = K)*). (2.17)

2.6. Valuaciones por medio de simulaciones Monte Carlo de opciones con
barrera
En la seccion anterior se utilizo el Método Monte Carlo para la valuacion de

productos derivados en forma general y las opciones tipo vainilla como un caso
particular. En esta seccidn se estudiara el caso de opciones con barrera,
derivados donde su payoff depende del comportamiento de la trayectoria del
activo subyacente. Es importante sefalar que el material presentado aqui esta

ampliamente basado en Brandimarte (2002) y Lemieux (2009).

2.6.1 Método Monte Carlo en la valuacion de opciones con barrera
La ecuacion (2.16), indicada en la seccién previa, es el estimador del precio del

producto derivado por medio de simulaciones Monte Carlo, en dicha férmula solo
deberad remplazarse la funcién general del payoff “f” por la correspondiente

funcion relativa a las opciones con barrera.

Suponga una opcion de venta “down-and-in” cuyo payoff esta indicado por

medio de la expresion (2.18).

£(Sp) = {(K —Sp)TSiAt>S(t) < St €[0,T] (2.18)

0 e.o.c

Utilizando una funcion indicadora, la expresion anterior puede rescribirse como:

f(Sr) =1(S)(K = Sp)7, (2.19)
donde
I(S) = {1 si §; < §p para alguna j
0 e.o.c.

Por lo tanto, el Método Monte Carlo se formula de la siguiente manera:
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(2.16); Puc =~ e (f (Si(T)))
Puc ==Xk, e TUSHK = Sp)*), (2.20)

donde S; representa la trayectoria o escenario i-ésimo del comportamiento del
activo subyacente del producto derivado y n es el numero total de escenarios
considerados. Dicho de otra forma, de manera general, s6lo es necesario verificar
si la trayectoria cruz6 en algun punto las barreras, y se procedera con el
procedimiento para la valuacion de productos derivados por medio de

simulaciones Monte Carlo (Brandimarte, 2002:446).

2.6.2 Método Monte Carlo Condicional en la valuacién de opciones con barrera
La varianza del estimador Monte Carlo es de la forma:

0.2

E[(X(n) ~ ] = Var(X(m)) = —
lo cual indica que una manera de reducir la varianza es por medio del incremento
de simulaciones, con una tasa de convergencia del orden de 1/+/n. Dicha tasa es

considerada extremadamente lenta®, dando lugar al uso de técnicas de reduccion

de varianza.

El propésito de las técnicas de reduccion de varianza queda mejor
explicado a través de la “Integracion Monte Carlo”, en la cual se construye un
estimador para integrales de la forma /, f (x)dx, donde f(x) es una funcion definida
sobre el dominio “V”, es decir: I(f) = /Vf(x)dx; como se menciond anteriormente,
el incremento en el nimero de simulaciones reducira la volatilidad del estimador,
no obstante, se han desarrollado técnicas (o métodos) para reducir la varianza

reduciendo el numerador. El objetivo es encontrar una funcion ¢, de tal forma que

% por ejemplo, si se requiriera reducir el error por un factor de 10, se debera incrementar el tamafio
de la muestra en 100 (1/¥100 = 1/10).
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su integral también sea I(f), pero con una menor varianza, de ahi el nombre de

técnicas de reduccion de varianza®’ (Lemieux, 2009:2 y 12).

Para el caso de las valuaciones de opciones con barrera se utilizara la
“reduccion de varianza por condicionamiento” o “Método Monte Carlo
Condicional”’; en este método, se calcula la esperanza del payoff condicionado al

valor tomado por otra funcion auxiliar (Lemieux, 2009:119).

Con la finalidad de valuar las opciones con barrera por medio de
simulaciones Monte Carlo Condicional es necesario determinar el punto j* de la
trayectoria donde el precio del activo subyacente haya cruzado las barreras vy,
como efecto, se haya activado un producto derivado plain vanilla. Es decir, la
activacion estara condicionada al tiempo t*=j*dt y al precio Sj-, que es el precio del
activo subyacente por medio del cual se detectdé el cruce de la barrera. Por
ejemplo, una opcién de venta “down-and-in” se comportara como una opcién de
venta plain vanilla a partir de t*, lo cual permitira el uso de la férmula de BSM*®

para obtener el precio en ese momento, el cual representaremos como
BSMp(Sj+, K, T —t*),

indicando que se trata del precio de un put tipo vainilla, con precio inicial del activo
subyacente igual a S;-, precio de ejercicio igual a K, y un plazo residual de T-t*.
Consecuentemente, el precio de la opcion con barrera, si el precio del activo
subyacente cruza la barrera antes de la fecha de vencimiento del contrato, estara
dada por:

EUS)K = Sy)tj*, 1= e"TIBSMp(Si+, K, T — t*).

Por lo tanto, en una trayectoria “S”, el estimador del precio, generado por
medio del Método Monte Carlo Condicional, sera (Brandimarte, 2002:447-448):

%" El estudio de las técnicas de reduccién de varianza va mas alla del objetivo de este trabajo; sin
embargo, una profunda descripcién de los métodos se puede encontrar en Glasserman (2004) y en
Lemieux (2009).

% BSM.- Al modelo desarrollado por Fischer Black, Myron Sholes y Robert Merton, el cual conduce
a una formula cerrada para la valuacion de opciones plain vanilla.
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1(S)e ™ BSMp(Sj+, K, T — t*).

2.7. Férmulas cerradas para la valuacion de opciones con barrera
En esta seccion se muestra las férmulas analiticas para la valuacién de opciones

con barrera (Wilmott, 2007: 308-309). Para estas férmulas se requieren las

siguientes expresiones:
2r
S\ oz
a=\—
)

log(S/K) + (r+ 10 )(T—t)

1=

oVvT —t
log(S/Sb)+(r+1a )T -0
T oVvT —t
log(s/5,) = (r =30%) (7= 1)
5= O'\/T—
log(SK/S2) — (r —502) (T — ©)
7= oVvT —t

Sy 1+
h=(3)
log(S/K)+(r—1a )(T—t)
2 oVvT —t
1og(5/sb)+(r—1 2) (T~ 1)
oVvT —t
log($/5,) — (r +502) (T — 1)
oVT —t
log(SK/S2) — (r +502) (T — ©)
8~ oVvT —t

4 —

6:

Las férmulas para las opciones de compra se encuentran indicadas en el

Cuadro 2.3.

Cuadro 2.3 Férmulas analiticas para la valuacion de opciones de compra con

barrera
Tlpo. fje Férmula
opcion
Up-and-out | cuo=S(N(d1)- N(d3)-b(N(ds)- N(ds)))-Ke ™ I(N(d)-N(ds)-a(N(ds)-N(d5)))
Up-and-in__ | c,i=S(N(ds)+b(N(ds)- N(ds)))-Ke ™ (N(da)+a(N(ds)-N(d7)))
Down-and- | SiK > S;:
out Cao=S(N(d1)-b(1- N(dg)))-Ke " ™I(N(d.) -a(1-N(d)))
SiK < S
Cao=S(N(d3)-b(1- N(de)))-Ke " "™(N(da) -a(1-N(ds)))
Down-and- | SiK > S;;
in cai=Sb(1- N(dg))-Ke™ ™ a(1-N(d;)))
SiK < S
Cai=S(N(dy)- N(ds)-b(1- N(ds)))-Ke " ™I(N(d2)- N(ds)+a(1-N(ds)))

Fuente: Wilmott (2007)
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De la misma forma, se muestran las formulas para las opciones de venta en
el Cuadro 2.4.

Cuadro 2.4 Formulas analiticas para la valuacion de opciones de venta con
barrera

Tipo de

., Férmula
opcion

Up-and-out | SiK > S;:

Puo=—5 (1-N(d3) — bN(d6)) + Ke "™ (1 — N(d4) — aN(d5))
SiK < Sy

Puo=—5 (1 — N(d1) — bN(d8)) + Ke "™9(1 — N(d2) — aN(d7))

Up-and-in SiK>S:
pui =S (N(d3) — N(d2) + bN(d6)) +Ke " I(N(d4) — N(d2) +
aN(d5))
Si K< Sy
pui =—SbN(d8) + Ee—r(T—t)aN(d7)

Down-and- | pgo=—S(N(d3) — N(d1) — b(N(d8) — N(d6)))+Ee """ U(N(d4) — N(d2) —
out a(N(d7) — N(d5)))

Down-and- | pgi=—S(1-N(d3) + b(N(d8) — N(d6))) + Ee """ ~(1 — N(d4) + a(N(d7) —
in N(d5)))

Fuente: Wilmott (2007)
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Capitulo 3

Implementacion de procedimientos numéricos para la valuacion de

opciones con barrera
De acuerdo a (Derman, et. al., 1995:1) las opciones con barreras que actualmente

se negocian no tienen formulas analiticas cerradas, principalmente porque los

supuestos en los trabajos analiticos realizados se basan en:

e barreras simples fijas o con incrementos exponenciales;
e se asume una evolucion lognormal del precio de la accion; y

e son opciones de tipo europeo.

Como consecuencia, debido a la inexistencia de formas cerradas, es

necesario recurrir a soluciones numéricas.

En el capitulo anterior se analizaron tanto las caracteristicas de las
opciones con barrera como algunos métodos numeéricos para su valuacién; en
este capitulo se mostraran los resultados de la implementacion de los métodos

analizados anteriormente, es decir:

Método de arbol binomial o CRR
Método Derman

Método Bino-trinomial (BTT)
Método Monte Carlo y

o bk 0N PE

Método Monte Carlo Condicional,
comparando los resultados contra las formulas cerradas.

3.1. Procedimientos numéricos utilizando arboles en la valuacion de

opciones con barrera
Dentro de las soluciones numéricas mas citadas en la literatura especializada se

encuentran los arboles binomiales, también conocidos como CRR. Sin embargo, el
uso de arboles CRR presenta problemas de convergencia, inclusive en la

valuaciéon de las tradicionales opciones europeas. Por ejemplo, considere una
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opcion de compra, tipo europea, con las siguientes caracteristicas: S=100, K=100,
T= 1 afo, r=10% y o = 20%; utilizando el modelo de BSM se obtiene un valor
“analitico” de la opcién call igual a 13.2697 u.e.®; sin embargo, al realizar la
valuacién por medio de los arboles CCR* se puede observar una oscilacién

alrededor de este valor analitico, obsérvese la Grafica Figura 3.1.

Figura 3.1 Resultados obtenidos al usar arboles tipo CRR para una opcion

de compra tipo europea.
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En la figura se muestran los diversos valores obtenidos, dependiendo del
namero de pasos, para una opcidn europea de compra, tipo europeo, con las
siguientes caracteristicas: S=100, K=100, T= 1 afio, r=10% y o = 20%. La
linea suave corresponde al valor obtenido por medio de la férmula de BSM.
Fuente: Derman et. al. (1995).

¥ E| cédigo para obtener el valor de una opcién, donde el activo subyacente es una accion que no
paga dividendos, utilizando el modelo BSM se encuentra en el Apéndice 3.

“O El codigo utilizado en la valuacion de la opcién por medio de CRR se encuentra en el Apéndice
4.
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Aunque en la figura anterior prevalece la tendencia hacia el valor analitico,
la oscilacion persistird a pesar de incrementar el nimero de pasos durante la vida
de la opcion; por ejemplo, en la Figura 3.2. se muestra el comportamiento
oscilatorio de la valuacion alrededor del valor proporcionado por BSM para una

particion del periodo del tiempo en milésimas.

Figura 3.2 Resultados obtenidos al usar arboles tipo CRR para una opcion

de compra tipo europea, con particion del periodo del tiempo en milésimas.
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Mimero de pasos en el CRR

En la figura se muestran los diversos valores obtenidos al realizar alrededor
de 1000 pasos o particiones del periodo de vida de una opcion europea de
compra, tipo europeo, con las siguientes caracteristicas: S=100, K=100, T=1
afio, r=10% y o = 20%. La linea suave corresponde al valor obtenido por
medio de la férmula de BSM.

Fuente: Derman et. al. (1995).

Este comportamiento oscilatorio nos acompafiara a lo largo de la valuacién
de las opciones por medio de los arboles incluyendo a las opciones con barreras,
aunqgue en este tipo de opciones la velocidad de convergencia sera mas lenta, con

respecto al método CRR. Los métodos numéricos a analizar se aplicaran en la
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valuacion de una opcion call barrera knock-out con las siguientes caracteristicas:
S=100, K=100, T=1, r = 10%, o= 20%, y la barrera superior o KoU igual a 125.
Ademas, se utilizara como referencia sobre la convergencia y variabilidad de los
métodos numéricos de valuacion el precio de 2.2338 u.e., proveniente del
resultado de aplicar la correspondiente férmula cerrada* a la opcién up-and-out

descrita anteriormente.

3.1.1. Valuacion de opciones con barrera utilizando CRR
Al realizar la valuacién por medio de los arboles CRR* en las opciones con

barrera se puede observar un comportamiento tendencial hacia el correspondiente
valor analitico; sin embargo, esta tendencia no es suave, sSino mas bien
dramaticamente accidentada y muy lenta, generando lo que algunos autores han

denominado dientes de sierra, como se muestra en la Figura 3.3.

Figura 3.3 Resultados obtenidos al usar arboles tipo CRR para una opcion

de compra up-and-out tipo europea.
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La linea suave corresponde al valor obtenido por medio de la correspondiente
férmula cerrada.
Fuente: Derman et. al. (1995).

L El cadigo utilizado de las formulas cerradas para opciones con barrera se encuentra en el
Apéndice 5.
“ZE| cédigo utilizado en la valuacion de la opcion con barrera por medio de CRR se encuentra en el
Apéndice 6.
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En la Figura 3.3 se muestran pasos o0 particiones del tiempo hasta en
centésimas; lamentablemente, el incremento en el nimero de pasos no muestra
una clara tendencia y convergencia, por ejemplo, en la Figura 3.4 se puede
observar la alta volatilidad sobre el precio proporcionado por el CRR a pesar de

considerar particiones mayores.

Figura 3.4 Resultados obtenidos al usar arboles tipo CRR para una opcion

de compra up-and-out tipo europea, con pasos entre el intervalo de 100 a
2000.
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La linea suave corresponde al valor obtenido por medio de la correspondiente
férmula cerrada.
Fuente: Derman et. al. (1995).

En las figuras del Apéndice 7 se presentan los resultados de dividir el
periodo de tiempo en pasos entre 3,001 a 3,100 partes, donde se puede advertir
gue, aun a ese nivel de particion, el precio no indica una clara tendencia hacia un

valor, prevaleciendo el error de cuantificacion. En dichas figuras, el precio
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pareciese que se va acercando hacia el precio proporcionado por la formula

cerrada para posteriormente “rebotar” hacia mayores valores en el precio.

3.1.2. Valuacion de opciones con barrera utilizando el Método Derman
Para tratar de corregir la oscilacion del modelo CRR, Derman propuso hacer una

valoracion en los nodos, determinando si el nodo superior-siguiente se encontraba
por arriba de la barrera. En caso de que el valor del subyacente fuera mayor a la
barrera, se plantea una interpolacién del valor de la opcién en funcion de dichos

nodos, en caso contrario se procede como el método CRR.

En las Figuras 3.5 y 3.6 se muestra que al aplicar el Método Derman*® atn
persisten las oscilaciones alrededor del valor analitico, pero con menor variabilidad

si se compara con el tradicional arbol CRR.

Figura 3.5 Resultados obtenidos al usar el Método Derman para una

opcién de compra up-and-out tipo europea, con pasos entre el intervalo de 1
a 100.

Estimacion del precio de la opcion

T T v T T T T
0 10 20 30 40 50 G0 70 80 20 100

Nimero de pasos en el Método Derman

La linea suave corresponde al valor obtenido por medio de la correspondiente
férmula cerrada.
Fuente: Derman et. al. (1995).

3 El codigo utilizado en la valuacion de la opcién con barrera por medio del Método Derman se
encuentra en el Apéndice 8
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Figura 3.6 Resultados obtenidos al usar el Método Derman para una

opcién de compra up-and-out tipo europea, con pasos entre el intervalo de
100 a 2000.
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La linea suave corresponde al valor obtenido por medio de la correspondiente
férmula cerrada.
Fuente: Derman et. al. (1995).

En la figura anterior, se puede observar cierta tendencia de las oscilaciones
hacia el valor de las formulas cerradas; aunque también se puede observar que la
tendencia es muy accidentada inclusive en particiones superiores a las 1,500,
como se puede ver en la Figura 3.7, la cual corresponde a un acercamiento

realizada a la Figura 3.6.
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Figura 3.7 Resultados obtenidos al usar el Método Derman para una

opcién de compra up-and-out tipo europea, con pasos entre el intervalo de
1500 a 2000.
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La linea suave corresponde al valor obtenido por medio de la correspondiente
férmula cerrada.
Fuente: Derman et. al. (1995).

3.1.3. Valuacion de opciones con barrera utilizando el Método BTT
En un intento por disminuir el error de especificacién, Dai y Lyuu proponen

fusionar un arbol trinomial con un arbol binomial para generar lo que ellos
denominan un arbol bino-trinomial o BTT por sus siglas en inglés (Day y Lyuu,
2010).

Aungue el objetivo es reducir el error de especificacion, los resultados

muestran aun una relativa variacion, debido a su origen binomial proveniente del
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CRR; en cambio, se elimina el efecto de dientes de sierra**. La grafica de los

resultados se expone en la Figura 3.8.

Figura 3.8 Resultados obtenidos al usar el Método BTT para una opcion de

compra up-and-out tipo europea, con pasos entre el intervalo de 1 a 100.
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La linea suave corresponde al valor obtenido por medio de la correspondiente
férmula cerrada.
Fuente: Day y Lyuu (2010).

Sin embargo, al incrementar el nUmero de pasos la variacion se vuelve mas

“ ”

‘estable”, como se muestra en la Figura 3.9, donde el marcador indica la
estimacion del precio de la opcion con barrera. Por otra parte, es importante
realizar un andlisis descriptivo de los resultados obtenidos entre los métodos CRR

y BTT*, considerando el mismo nimero de pasos, para percibir como estan

* En el Apéndice 9 se encuentra el codigo del Método BTT para obtener el valor de la opcién con
barrera up-and-out, donde el subyacente es una accién que no paga dividendos.

®En el Apéndice 10 se muestra la comparacion grafica entre el método BTT y el tradicional CRR;
en esa gréfica es contrastante el comportamiento de las oscilaciones generadas por medio del BBT
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agrupados los datos. Los principales indicadores de los datos se encuentran en el
Cuadro 3.1; en donde se puede observar que practicamente los promedios
aritméticos son iguales; pero no asi las desviaciones estandares, pues en el caso
del CRR es del 3.9% mientras que para el BTT es de 7.06%, (de ahi el elevado

coeficiente de variacion en este método).

Figura 3.9 Resultados obtenidos al usar el Método BTT para una opcion de

compra up-and-out tipo europea, con pasos entre el intervalo de 1900 a 2000.
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La linea suave corresponde al valor obtenido por medio de la correspondiente
férmula cerrada.
Fuente: Day y Lyuu (2010).

Esta desviacion se vuelve significativa y se vuelve evidente al confrontar los
correspondientes histogramas del resultado de los dos métodos, pues mientras
gue en el caso del CRR las distribucién de las frecuencias se encuentran sobre un
mayor numero de precios estimados (véase la Figura 3.10.a) no asi en el caso del

Método BTT donde los precios estimados estan claramente concentrados en dos

con respecto al CCR, pues los arboles bino-trinomiales fueron capaces de eliminar, notablemente,
el efecto de dientes de sierra, como consecuencia en la disminucién del error de especificacion.
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intervalos de clase (véase la Figura 3.10.b), lo cual también se puede inferir a

partir de los marcadores de la Figura 3.9 anterior.

Cuadro 3.1 Principales indicadores descriptivos de los resultados obtenidos al
usar los Métodos CRR y BTT para una opcion de compra up-and-out tipo europea,
con pasos entre el intervalo de 1900 a 2000.

Indicador CRR BTT

Media 2.2935 2.2998
Varianza 0.001521 0.004984
Desviaciéon estandar 0.0390 0.0706
Coeficiente de variacion 1.70% 3.07%
Min 2.2343 2.2301
Max 2.3734 2.3747
Rango: Max-min 0.1391 0.1446

Fuente: Elaboracion propia.

Figura 3.10 Histograma de los resultados proporcionados por el CRR y el Método BTT para una

opcién de compra up-and-out tipo europea, con pasos entre el intervalo de 1900 a 2000.
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Fuente: Elaboracidn propia.
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3.1.4. Comparacion entre modelos (ejemplos numéricos)
En la comparacion entre los resultados de la valuacion por medio de los métodos

binomial CRR, Método Derman (Derman) y Método Bino-trinomial (BTT) se
considerara nuevamente una opcion call barrera knock-out donde el precio inicial
del activo es de 100, el precio de ejercicio de 100, la barrera superior de 125y la
volatilidad es del 20%. Asi mismo, la tasa libre de riesgo sera del 10% y la opcion
expirara en un afo; adicionalmente, se utilizara& como referencia, el valor de

2.2338 u.e. proveniente del resultado de la formula cerrada correspondiente.

En el Cuadro 3.2 se muestra una tabla comparativa entre los distintos
métodos, en este se muestran los resultados para los pasos “N” de 10, 30, 70,
100, 200, 500, 1000, 2000 y 2100. En este cuadro, puede observar que el método
Derman a partir de una particibn de 500 en adelante, ya presenta una
convergencia clara hacia el resultado de la formula cerrada; asi mismo, los errores
absolutos*® para esta cantidad de pasos es de 13.559x10 en el caso del método
CRR, 0.30518 x10° para el Método Derman y de 9.8266 x10° para el Método

BTT, nétese que la menor diferencia corresponde al Método Derman.

Cuadro 3.2 Cuadro comparativo de los precios, al
variar el numero de pasos “N”, al aplicar los métodos
CRR, Derman y BTT a una opcién up-and-out con
las siguientes caracteristicas: S= 100, K= 100, T= 1,
r=0.1, 0=0.20.

N CRR

Derman BTT

10

2.34008968

1.943894048

4.78615323

30

3.30707226

2.338944813

3.12479495

70

2.61316592

2.224354356

2.15955776

100

2.68025849

2.243463924

2.1959301

200

2.28828705

2.208094626

2.20006292

500

2.24735873

2.234105179

2.22397336

1000

2.36375646

2.234101083

241175441

2000

2.24371243

2.230508749

2.23010781

2100

2.34533464

2.234620072

2.36783126

Fuente: Elaboracion propia.

“% Definido en este caso como la diferencia, en valor absoluto, entre el valor proporcionado por la
aproximacioén del método correspondiente y el valor calculado a través de la férmula cerrada.
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El cuadro anterior puede complementarse por medio del analisis de los
errores absolutos y relativos *’ correspondientes a cada método y por cada
particion; es por ello, que en el Cuadro 3.3 se presentan los errores comparando

los resultados de los métodos contra el resultado de la formula cerrada.

Cuadro 3.3 Cuadro comparativo de los errores, al variar el nimero de pasos
“N”, al aplicar los métodos CRR, Derman y BTT a una opcién up-and-out con
las siguientes caracteristicas: S= 100, K= 100, T=1, r=0.1, o= 0.20.

Error absoluto Error relativo
N x10° x107
CRR Derman BTT CRR Derman BTT

10| 106.2897 | 289.9060 | 2552.3532 1.0629 2.8991 | 25.5235
30| 1073.2723 | 105.1448 | 890.9950 | 10.7327 1.0514 8.9099
70| 379.3659 9.4456 74.2422 3.7937 0.0945 0.7424
100 | 446.4585 9.6639 37.8699 4.4646 0.0966 0.3787
200 54,4870 | 25.7054 33.7371 0.5449 0.2571 0.3374
500 13.5587 0.3052 9.8266 0.1356 0.0031 0.0983
1000 | 129.9565 0.3011 | 177.9544 1.2996 0.0030 1.7795
2000 9.9124 3.2913 3.6922 0.0991 0.0329 0.0369
2100 [ 111.5346 0.8201 | 134.0313 1.1153 0.0082 1.3403

Fuente: Elaboracion propia.

Resultado de la informacion contenida en el Cuadro 3.3 se evidencia la
relativa disminucién del error absoluto, y por ende el error relativo, al aumentar el
namero de pasos o particiones del tiempo. Por otro lado, no hay que perder de
vista el comportamiento oscilatorio, alrededor del valor analitico, de estos
métodos, de ahi la disminucién y el aumento en el error mostrado en ciertos
pasos. Véase por ejemplo el cambio en el error relativo al pasar de 1000 a 2000
pasos, mientras que el Método Derman muestra un aumento en el error relativo de
993%, el Método BTT observo una disminucion del 98%; por el contrario, al pasar
de una particibn de 2000 a 2100 pasos, el Método Derman mostré una
disminucién en el error del 75%, mientras que el Método BTT indica una
degradacion de 3540%; pero al aumentar un paso mas al Método BTT (para llegar

" El error relativo se definird como el cociente entre el error absoluto y el precio inicial del activo
subyacente en la opcion up-and-out, el cual, en el caso de los ejemplos, es de 100 u.e.
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a 2101 pasos, con un precio estimado de 2.2314553) el error relativo disminuye un
98% y si se compara el resultado estimado para 2000 pasos contra el estimado de
2101, se obtendria una disminucion del 1% del error relativo. Es importante
sefalar que estos saltos en los precios es el comportamiento expuesto en la

seccion anterior, asi como por el histograma de la Figura 3.10.b.

En el mismo Cuadro 3.3, y sin perder en vista lo explicado en el péarrafo
anterior, el error relativo en los tres métodos disminuye drasticamente a partir de la
generacion de 500 pasos hacia arriba. Asi mismo, el tiempo computacional no es
tan costoso como para evitar el incremento en los pasos; en el Cuadro 3.4 se
muestran los tiempos, en segundos, empleados en el calculo de las estimaciones
en los precios por cada uno de los métodos utilizando MatLab. Notese ademas,
que el tiempo empleado por el Método Derman siempre resulta ligeramente mayor
al de los otros dos métodos, siendo, practicamente el CRR quien demanda menor

tiempo méaquina.

Cuadro 3.4 Tiempo computacional, en segundos,
empleado en la valuacién de una opcién up-and-out con
las siguientes caracteristicas: S= 100, K= 100, T= 1, r=
0.1, o= 0.20; por medio de los métodos CRR, Derman y
BTT, variando el numero de pasos “N’.

N

CRR

Derman

BTT

500

0.083219

0.108524

0.077653

1000

0.296223

0.36059

0.292227

1250

0.464021

0.571575

0.459214

1500

0.673294

0.828322

0.692493

1750

0.912016

1.111699

0.924788

2000

1.188039

1.447756

1.228584

2100

1.301973

1.576302

1.34749

Fuente: Elaboracién propia.

Los correspondientes errores absolutos para el numero de pasos y los
métodos indicados en el Cuadro 3.4 se encuentran en el Apéndice 11; sin

embargo, es importante sefalar que el maximo error absoluto (MAE, por sus siglas
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en inglés) para CRR es de 0.13, para el Método Derman de 0.0033 y para el
Método BTT de 0.1780; de forma similar, la raiz del error cuadratico medio, o
RMSE por sus siglas en inglés, es de 0.0875 para CRR, de 0.00145 para el
Método Derman y de 0.08435 para el Método BTT. Es decir, que aunque para los
tres métodos el RSME es bajo, el Método Derman presenta un mayor nivel de

prediccién del valor de la opcion, dado el valor de referencia.

Igualmente, se observan resultados similares al variar el precio inicial del
activo subyacente en la opcion, en un intervalo de 50 a 125 u.e., con incrementos

unitarios, y graficando los resultados (véase la Figura 3.11)*.

Figura 3.11 Resultados de la valuacién de una opcion de compra up-and-out tipo
europea, proporcionados por el Método Derman, el Método BTT y las féormulas

cerradas (FC), variando el precio inicial “S” del activo subyacente.

Estimacion del precio de la opcion
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50 G0 70 80 a0 100 110 120 130
Cambio en el precio inicial (S) del activo subyacente

El eje de la abscisa corresponde al precio inicial del activo subyacente de la opcién.
Para las valuaciones se consideraron 1000 pasos.

Fuente: Elaboracion propia.

“® En los siguientes parrafos se realizan analisis sobre los métodos Derman y bino-trinomiales
debido a su énfasis en la reduccion del error de especificacion.
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En la figura anterior se observa que las valuaciones proporcionadas por el
Método Derman van al unisono a los resultados obtenidos por medio de las
férmulas cerradas, de tal forma que inclusive se cofunden las graficas de sus
resultados. Por otro lado, el Método BTT acompafia a ambos métodos mientras
que el activo, del ejemplo, inicie con precios inferiores a 79 u.e. para

posteriormente sobrevaluar el precio de la opcién.

El comportamiento de los errores relativos producto de la valuacion por
medio del Método Derman y el Método BTT se exponen en la Figura 3.12; por
cuestiones ilustrativas, la grafica se ha subdividido, de tal forma que en la primera
sub gréfica se muestran los resultados al considerar una variacion en el precio del
activo subyacente entre 50 y 100, con incrementos unitarios, mientras que en la
segunda la variacion corresponde de 100 a 125 modificando, ademas, la escala en

el eje de las ordenadas.

En la primera Figura 3.12.a. el comportamiento de los errores de los dos
métodos practicamente son del mismo orden, aunque la tendencia de los errores
seguida por los arboles bino-trinomiales es mas suave en comparacién a los

resultados proporcionados a través del Método Derman.

Sin embargo, a partir de precios iniciales del activo subyacente superiores a
80 u.e. el error relativo del Método BTT crece drasticamente. Dicho crecimiento se
conserva y amplifica como puede observarse en la Figura 3.12.b.; en contraste,
los errores relativos del Método Derman comienzan a incrementarse en precios ya

muy cercanos a la barrera.

77



Figura 3.12 Errores relativos al valuar una opcién de compra up-and-out tipo

europea, proporcionados por el Método BTT y el Método Derman, variando el

precio inicial “S” del activo subyacente.
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Figura 3.12a: So de 50 a 100
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Precio inicial del activo subyacente (S)

Figura 3.12b: So de 100 a 124

100

T T T
105 110 115
Precio inicial del activo subyacente (S)

T
125

El eje de la abscisa corresponde al precio inicial del activo subyacente de la
opcién. Para las valuaciones se consideraron 1000 pasos.

Fuente: Elaboracién propia.

Por otra parte, el resultado de los errores al variar tanto la volatilidad como
el precio de ejercicio de la opcion se muestran en el Cuadro 3.5. Los errores
relativos se encuentran por un factor de 10™ para contrastar la magnitud entre los
métodos, evidenciando un mayor nivel de estimacion por parte del Método
Derman con respecto a los valores proporcionados por los arboles bino-
trinomiales; no obstante, el error maximo del Método BTT es de 0.00178, mientras
que en el Método Derman es de 0.00005, ambas cifras considerablemente

pequefias.
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Cuadro 3.5 Cuadro comparativo de los precios al aplicar los métodos Derman y
BTT a una opcién up-and-out variando la volatilidad y el precio de ejercicio,

manteniendo fijas S= 100, T=1, r=0.1 y con 1,000 pasos.

Férmula Errores re_éativos
o K Derman BTT cerrada x10
Derman BTT

10% | 100 | 6.493539 | 6.649971 6.488583 5.0 161.4
10% | 105 | 3.750452 | 3.870023 3.745607 4.8 124.4
10% | 110 1.764194 | 1.848165 1.761683 2.5 86.5
10% | 115 0.582538 | 0.630803 0.580956 1.6 49.8
20% | 100 | 2.234101 | 2.411754 2.233791 0.3 178.0
20% | 105 | 1.20155 | 1.324249 1.199348 2.2 124.9
20% | 110 | 0.52953 | 0.602526 0.525824 3.7 76.7
20% | 115 0.161499 | 0.199737 0.160509 1.0 39.2
25% | 100 | 1.37005 | 1.530992 1.366482 3.6 164.5
25% | 105 0.719043 | 0.823426 0.714822 4.2 108.6
25% | 110 0.308724 | 0.369801 0.305862 2.9 63.9
25% | 115|0.094267 | 0.12227 0.091284 3.0 31.0
30% | 100 (0.876611 | 1.014468 0.877075 0.5 137.4
30% | 105 | 0.453759 | 0.540103 0.450871 2.9 89.2
30% | 110 0.189832 | 0.241597 0.189914 0.1 51.7
30% | 115 0.057386 | 0.080362 0.055894 15 24.5
35% | 100 [ 0.593009 | 0.697155 0.588711 4.3 108.4
35% | 105 | 0.304514 | 0.369029 0.299071 5.4 70.0
35% | 110(0.129316| 0.16506 0.124668 4.6 40.4
35% | 115 0.039465 | 0.055025 0.036361 3.1 18.7
40% | 100 0.4098 | 0.503885 0.410809 1.0 93.1
40% | 105 | 0.206838 | 0.265344 0.206977 0.1 58.4
40% | 110 (0.086523 | 0.117845 0.085663 0.9 32.2
40% | 115 | 0.025745 | 0.040502 0.024832 0.9 15.7

Fuente: Elaboracion propia.

Asi mismo, en ese mismo cuadro se puede observar el cambio de los

precios de la opcion call up-and-out al variar la volatilidad del activo subyacente;

donde el precio de la opcion desciende al incrementar la volatilidad del

subyacente, esto es ocasionado a que se eleva la posibilidad de que el precio del

activo subyacente cruce la barrera y expire sin valor.



3.2. Procedimientos numéricos utilizando simulaciones Monte Carlo en la
valuacion de opciones con barrera

En esta seccion se implementaran tanto las simulaciones Monte Carlo como las
simulaciones de Monte Carlo Condicional®®; al igual que en la seccién anterior, el
codigo se aplicara en la valuacion de una opcion call up-and-out tipo europea con
las caracteristicas siguientes: precio inicial del activo igual a 100, el precio de
ejercicio igual a 100, la barrera superior igual a 125, la volatilidad del 20%, la tasa

libre de riesgo igual al 10% y la opcién expirara dentro de un afio.

Es importante sefialar que el procedimiento por medio del Método Monte
Carlo requiere de un parametro “N” el cual se utilizara para indicar cuantas veces
se revisara si el precio del activo subyacente cruzé la barrera®®; es decir, si N es
igual a 60, se examinara 60 veces si el activo atravesé la barrera, en cada
trayectoria simulada, y si se trata de una opcion knock-out el payoff de la opcion
barrera serd igual a cero. De igual forma, es necesario un parametro el cual

denotara el nimero de trayectorias o simulaciones a generar.

Ademas, en la implementacién de los métodos se utilizé la funcion normfit,
la cual calcula un intervalo de confianza del 95%, considerando una distribucion
normal de los datos, para el parametro estimado, en este caso el precio de la
opcion up-and-out. Por cuestiones ilustrativas, las variables Li y LS corresponderan

al limite inferior y superior de dicho intervalo.

En el Cuadro 3.6 se muestran los resultados de aplicar el Método Monte
Carlo a la opcion barrera ejemplo, en éste se contemplan sélo seis escenarios
donde por cada dupla de namero de revisiones y el numero de simulaciones a
generar se estima un precio de la opcién. Sin embargo, a diferencia de las
implementaciones anteriores, en este caso no se muestra una tendencia hacia un

valor. No obstante, si se considera el intervalo de confianza para cuando N es

“En los Apéndices 12 y 13 se encuentran el codigo de simulaciones Monte Carlo y simulaciones
Monte Carlo Condicional, respectivamente.
% | a revision se realiza a partir de la particion del tiempo T justamente por el nimero de revisiones.
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igual a 10,000 y con una generacion de 10 millones de trayectorias el intervalo de
confianza al 95% es de (2.269041, 2.274841), en otras palabras, existe la
confianza del 95% de que el intervalo de 2.269041 a 2.274841 contiene el valor
verdadero del precio de la opcion. Recuerde, por otro lado, que el valor para la
opcion por medio de la férmula cerrada es de 2.2338, el cual queda por mucho

muy lejos del limite inferior de dicha barrera.

Cuadro 3.6 Resultados de aplicar el Método Monte Carlo para la
valuacion de una opcion up-and-out con las siguientes
caracteristicas: S= 100, K=100, T=1, r=0.1, o= 0.20.

Simulaciones Precio Interv_alo de
N generadas estimado .conflanza
Li LS

60 50,000 2.683974 | 2.638817 | 2.729132
1,000 50,000 2.360890 | 2.318955 | 2.402825
10,000 50,000 2.283131 | 2.241948 | 2.324314
10,000 100,000 2.277837 | 2.248792 | 2.306882
10,000 1,000,000 2.261785 | 2.252638 | 2.270933
10,000 10,000,000 2.271941 | 2.269041 | 2.274841

Fuente: Elaboracion propia.

Aunado a ello, el costo computacional, medido a través del tiempo en la
estimacion del precio de la opciodn, para cada dupla de niumero de revisiones—
simulaciones se presenta en el Cuadro 3.7. En éste se podra observar el notable
incremento en el tiempo empleado en el algoritmo al incrementar el nUmero de
revisiones; por ejemplo en 60 revisiones para 50,000 simulaciones el tiempo
empleado fue de 0.6987 segundos, contrastantemente, al realizar 1,000 revisiones
para 50,000 simulaciones, el tiempo empleado fue de 5.0534 segundos. De tal
forma que, al realizar una revision mas fina (10,000 revisiones por trayectoria) y
generando 10 millones de trayectorias, el tiempo utilizado fue cercano a 2 horas y
40 minutos (9544 segundos); un tiempo considerablemente importante ante un

situacion donde las decisiones apremian.
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Cuadro 3.7 Tiempo computacional, en segundos, empleado
en la valuacion de una opcién up-and-out con las siguientes
caracteristicas: S= 100, K= 100, T= 1, r= 0.1, o = 0.20;

aplicando el Método Monte Carlo.

N Simulaciones Pr_eC|o Tiempo
estimado

60 50,000 | 2.683974 0.698697
1,000 50,000 | 2.360890 5.053434
10,000 50,000 | 2.283131 47.775342
10,000 100,000 | 2.277837 95.653804
10,000 1,000,000 | 2.261785 | 946.370854
10,000 10,000,000 | 2.271941 | 9544.192235

Fuente: Elaboracion propia.

De forma similar, se muestran en el Cuadro 3.8 los resultados obtenidos por
medio del algoritmo del Método Monte Carlo Condicional. Donde, con el mismo
namero de revisiones y del nimero de simulaciones, se muestra una tendencia
tenuemente manifiesta, considerando los dos métodos, pues para 10,000
revisiones para cada una de las 10 millones de simulaciones se obtuvo un precio
de 2.2720 y de 2.2633 empleando la metodologia tradicional y condicional,

respectivamente.

Cuadro 3.8 Resultados de aplicar el Método Monte Carlo
Condicional para la valuacién de una opcién up-and-out con
las siguientes caracteristicas: S= 100, K= 100, T= 1, r= 0.1,

o=0.20.
. . Precio Interv_alo de
N Simulaciones : confianza
estimado -
Li LS

60 50,000 2.652642 | 2.527707 | 2.777577
1,000 50,000 2.477830 | 2.356476 | 2.599184
10,000 50,000 2.332975 | 2.212131 | 2.453819
10,000 100,000 2.188327 | 2.102642 | 2.274012
10,000 1,000,000 2.270710 | 2.243654 | 2.297767
10,000 10,000,000 2.263379 | 2.254822 | 2.254822

Fuente: Elaboracion propia.

82




En el Cuadro 3.9 se muestra el comparativo entre los precios generados por

cada método asi como la diferencia entre éstos. Nétese que para el quinto y sexto

escenario los precios ya son muy semejantes.

Cuadro 3.9 Cuadro comparativo de los precios, al variar el nimero de
revisiones “N” y el numero de simulaciones a generar, al aplicar los
Métodos Monte Carlo y Monte Carlo Condicional a una opcion up-and-out
con las siguientes caracteristicas: S= 100, K=100, T=1, r=0.1, o= 0.20.

Simulaciones Monte
. . Carlo . .
N Simulaciones Monte Carlo | Condicional Diferencia
$) $)

60 50,000 2.683974 2.652642 0.031332
1,000 50,000 2.360890 2.477830 0.116940
10,000 50,000 2.283131 2.332975 0.049844
10,000 100,000 2.277837 2.188327 0.089510
10,000 1,000,000 2.261785 2.270710 0.008925
10,000 10,000,000 2.270200 2.263379 0.006821

Fuente: Elaboracion propia.

Finalmente, el tiempo empleado por parte del Método Monte

Condicional,

muestra un comportamiento similar al

Método Monte

Carlo

Carlo

tradicional, aunque para 10 mil revisiones dentro de cada una de las 10 millones

de simulaciones se empled un tiempo superior a las dos horas y 33 minutos

(véase el Cuadro 3.10).

Cuadro

3.10 Tiempo

computacional,

en

segundos,

empleado en la valuacion de una opcién up-and-out con las
siguientes caracteristicas: S= 100, K= 100, T=1,r=0.1, o=
0.20; aplicando el Método Monte Carlo Condicional.

N Simulaciones Pr.eC|o Tiempo
estimado

60 50,000 | 2.652642 0.866569
1,000 50,000 | 2.477830 5.136096
10,000 50,000 [ 2.332975 45.952783
10,000 100,000 | 2.188327 92.275524
10,000 1,000,000 | 2.270710 | 919.531042
10,000 10,000,000 | 2.263379 | 9230.044017

Fuente: Elaboracion propia.
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Capitulo 4

Analisis del rendimiento de los métodos basados en arboles
Las caracteristicas de rendimiento de los métodos numéricos usualmente se

centran en su rapidez, en su exactitud o calidad en sus estimaciones, en su
robustez o estabilidad ante cambios en los datos iniciales, asi como a su facilidad
en la implementacion (Barr et al: 1995:12).

Los métodos de arboles presentan mucha facilidad en su implementacion
en diversos lenguajes computacionales; en otras palabras, estos métodos

proporcionan algoritmos claros que facilitan su traduccion hacia otros lenguajes.

Por otro lado, Barr et al (1995) sugiere englobar las medidas de rendimiento
en tres categorias: 1) calidad de la solucion, 2) esfuerzo computacional y 3)
robustez. Sin embargo, en este capitulo se incluye el andlisis de convergencia de
los resultados y el andlisis conjunto de la calidad de los datos en funcién del costo

computacional y de la estabilidad de los métodos.

4.1. Analisis del orden de convergencia al valuar opciones de compra
“plain vanilla”
Se dird que una sucesion {a,},-;converge a un nimero ¢, con un orden de

convergencia p si existe una k, tal que (Burden y Faires 1985:36 y Chance,
2008:51):

k
|dn—6¥| Sn—p

De esta manera, en el caso de los modelos de valuacion de opciones
estudiados, se dird que convergeran con orden p si los errores absolutos

generados cumplen con la desigualdad (4.1), para alguna k.
le(m)| < (4.1)

Noétese que en términos de logaritmos, el lado derecho de la desigualdad

corresponde a una linea recta con la siguiente representacion analitica
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logio k — plogiom;

en otras palabras, si el logaritmo de los errores para cada una de las particiones

se encuentran por debajo de la recta con ordenada al origen igual a logok Yy

pendiente p se dira que el modelo converge a una tasa p, o que es de orden p.

Para analizar la convergencia del método binomial se examinara un call
europeo plain vanilla con las siguientes caracteristicas: precio inicial del activo y
precio de ejercicio de la opcion igual a 100, volatilidad del activo subyacente 20%,
tasa libre de riesgo igual al 10% y con un plazo residual de la opcion de un afio. El
valor obtenido por medio de la formula de BSM es igual a 13.2697 u.e., este precio
nos permitira calcular los errores absolutos al emplear el modelo CRR para valuar
dicha opcidn; sin embargo, la examinacidon de los errores absolutos comparados
con la cota indicada en la desigualdad (4.1) empleando una k igual a uno y una
tasa de convergencia p igual a uno, mostraran que €stos se encuentran siempre
por arriba de la cota; por otra parte, al utilizar una p igual a % se pudo determinar
que a partir de una particion de tamafio cinco, los errores se encuentran por

debajo de la cota de convergencia (véase la Figura 4.1).

En las secciones siguientes se analizaran los érdenes de convergencia para
los métodos estudiados, para ellos se considerara un call up-and-out tipo europeo
con precio inicial del activo igual a 100, precio de ejercicio de la opcion igual a 100,
la barrera superior igual a 125, la volatilidad del 20%, la tasa libre de riesgo igual al
10% y la opcion expirara dentro de un afio. De la misma forma al capitulo anterior,
se utilizara el valor de 2.2338 u.e. proporcionado al aplicar la formula

correspondiente.

Por otra parte, para el andlisis de los errores absolutos se realizaron

divisiones del tiempo desde una a 2000 divisiones.
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Figura 4.1 Convergencia del modelo CRR con respecto al modelo BSM.

Considerando una particion del periodo del tiempo de 1 a 200.

1

0.1

——Cota
~—Error

Error absoluto

0.01

0.001

Numero de pasos en el CRR

En la figura se muestran los valores absolutos de los errores considerando
una k igual a uno y una tasa de convergencia igual a %.

En el eje de las abscisas se ha utilizado una escala logaritmica.

Fuente: Chance (2008).

4.2. Analisis del orden de convergencia al valuar opciones con barrera
En el Cuadro 4.1 se indica a partir de que paso los errores, empleando el método

CRR en la valuacion de la opcion barrera ejemplo, se encuentran por debajo de la
cota sefalada, utilizando para ello diversas tasas de convergencia p y utilizando
una k igual a uno; asi mismo, con una particién superior e igual a 100 los errores

generados ya se ubican por debajo de la cota de 1/9.

En la Figura 4.2 se muestran la representacion grafica de los errores
generados al utilizar el modelo CRR en la valuacion de la opcion con barrera. En
ésta, ademas, se muestra la cota calculada al considerar una tasa de

convergencia de 1/9 y una k igual a uno.
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Cuadro 4.1 Particion “N”

a partir de la cual los

errores, al emplear el método CRR, se encuentran
por debajo de la cota, utilizando una k igual a uno.

Tasa de
convergencia N
P
1/5 426
1/6 234
1/7 182
1/8 117
1/9 100
1/10 68
1/11 68
1/12 68

Fuente: Elaboracion propia.

Figura 4.2 Convergencia de los errores absolutos utilizando el modelo CRR

con respecto al resultado de la formula cerrada.

100 150 200 250 300 350 400 450 500

ANV NS N T
LAARAERRAD

0.1 +

——Cota
——Error

0.01

Error absoluto

—
P —
—

0.001

0.0001
Numero de pasos en el CRR

La cota es calculada considerando una k igual a uno y una tasa de

convergencia igual a 1/9.
En el eje de las abscisas se ha utilizado una escala logaritmica.

Fuente: Elaboracion propia.
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Contrastantemente, en el caso del método Derman para particiones
superiores e iguales a 100 la tasa de convergencia es mucho mayor con respecto
al método CRR, pues con una p igual a 10/17 (~0.5882) los errores absolutos ya
se encuentran por debajo de la cota; no obstante, por cuestiones practicas, se
considerara un tasa de convergencia de Y utlizando este método. La
representacion grafica de los errores absolutos, para una particion de 200 a 2000
se encuentra en la Figura 4.3; en esa misma grafica se muestra la cota

correspondiente a una tasa de convergencia de 1/9 por cuestiones comparativas.

Figura 4.3 Convergencia de los errores absolutos utilizando el Método

Derman con respecto al resultado de la formula cerrada.

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

0.1

- Cota

Error

Cota 1/9

Error Absoluto

0.0001

0.00001

0.000001 - - -
Numero de pasos con el Método Derman

La cota es calculada considerando una k igual a uno y una tasa de
convergencia igual a %.
En el eje de las abscisas se ha utilizado una escala logaritmica.

Fuente: Elaboracion propia.

Con respecto al Método BTT, utilizando una k igual a uno, la tasa de
convergencia p es menor con respecto a los dos métodos anteriores como se
puede observar en el Cuadro 4.2. En dicho cuadro se muestra que para una cota
con una tasa de convergencia de 1/9 aun se encuentran errores por arriba de ella,

a pesar de utilizar una particion superior a 100; no es sino empleando una cota del
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orden de 1/11 que los errores se encuentran por debajo de la cota en particiones

del tiempo superiores a 100.

Cuadro 4.2 Particion “N” a partir de la cual los
errores, al emplear el método BTT, se encuentran
por debajo de la cota, utilizando una k igual a uno.

Tasa de
convergencia N
P
1/5 450
1/6 253
1/7 253
1/8 144
1/9 121
1/10 104
1/11 96
1/12 96

Fuente: Elaboracion propia.

Para fines de comparacion, al aplicar particiones del tiempo superiores o
iguales a 100, se considerara, para este método, una tasa de convergencia p de
1/11; el comportamiento de los errores absolutos del método BTT con respecto a
Su cota se encuentra en la Figura 4.4; en esa grafica también se puede observar el

comportamiento oscilatorio del método, exhibido en el capitulo anterior.

Reuniendo la informa de los métodos, se obtuvo que el Método Derman
presenta una tasa de convergencia mayor con respecto a los métodos CRR y
BTT. En el Cuadro 4.3 se encuentran las tasas de convergencia de los tres
métodos; de igual forma, en la Figura 4.5 se muestran los errores absolutos
producidos por el Método Derman asi como su cota y la representacion de las
cotas generadas para los métodos CRR y BTT (de 1/9 y 1/11 respectivamente),

para contrastar las diferencias.
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Figura 4.4 Convergencia de los errores absolutos utilizando el Método BTT

con respecto al resultado de la férmula cerrada.

Error

——Cota

Error absoluto

0.001

0.0001

0.00001

Numero de pasos en el BTT

La cota es calculada considerando una k igual a uno y una tasa de
convergencia igual a 1/11.

En el eje de las abscisas se ha utilizado una escala logaritmica.
Fuente: Elaboracion propia.

Cuadro 4.3 Tasas de convergencia o de los
Métodos, considerando particiones superiores a 100.

Tasa de
Método convergencia
p
+rapida | Método Derman 1/2
CRR 1/9
+lenta BTT 1/11

Fuente: Elaboracion propia.
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Figura 4.5 Convergencia de los errores absolutos utilizando el Método

Derman, contrastados con cotas con tasas de convergencia %, 1/9 y 1/11.
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0.1

0.01

Error

- Cota 1/2
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Cota 1/11

0.001

Error Absoluto

0.0001

0.00001

0.000001 - -
Numero de pasos con el Método Derman

En el eje de las abscisas se ha utilizado una escala logaritmica.

Fuente: Elaboracion propia.

4.3. Analisis del costo computacional
El esfuerzo o costo computacional es medido a través del tiempo empleado en la

ejecucion total para obtener el precio estimado.

En el capitulo anterior®* se encontré que practicamente los métodos CRR y
BTT presentaban el mismo costo computacional, siendo el Método Derman el mas
demandante en recursos computacionales; sin embargo, el método de éarboles
binomiales CRR no realiza ningun procedimiento para reducir el error de
especificacion, consecuentemente, las lineas de programacion son menores con

respecto a los otros dos métodos.

Es importante sefialar que el tiempo computacional esta en relacion al

manejo y tamafo de la red; es decir, entre mas fina sea la particiéon del tiempo

°L véase el Cuadro 3.4 de la seccidn 3.1.4 “Comparacion entre modelos (ejemplos numéricos).

91



mayor sera tanto el nimero de nodos como las trayectorias a analizar con

respecto a las barreras especificadas por el contrato.

Al analizar los datos, dividiendo el intervalo de tiempo desde una hasta dos
mil partes, se encontré que la mejor estimacion obtenida por el método CRR fue al
considerar una subdivision del tiempo en 984 partes, en dicho procedimiento el
algoritmo requirié de 1.061 segundos; por otro lado, el Método Derman encontro
su mejor estimacion al fraccionar el tiempo en 1,954 partes, empleando 7.425
segundos; contrastantemente, el costo computacional presentado por el método
BTT para obtener la mejor estimacion fue de 0.858 segundos, realizando una
segmentacion del tiempo en 772 unidades. Sin embargo, el costo empleado por el
Método Derman, es compensado con calidad de su estimacién, como se puede

observar en el siguiente cuadro.

Cuadro 4.4 Tiempo empleado al encontrar la mejor estimacion, y la
particion “N” correspondiente del intervalo del tiempo de vencimiento de

la opcion.
, . Errores
Metodo Tiempo N absolutos x10°
+rapido | CRR 1.061 984 5.96599
BTT 0.858 772 6.98305
+lento | Método Derman 7.425 1954 0.205469

Fuente: Elaboracion propia.

La informacion del cuadro anterior motiva el estudio de la calidad de la
estimacion con respecto al esfuerzo computacional. Incluso, uno de los
parametros iniciales de los métodos es el numero de particiones a realizar al
intervalo del tiempo; de esta manera, entre mas fina sea la particion, se requerira
un mayor costo computacional y de memoria del procesador, consecuentemente,
el analisis de las gréaficas calidad versus el tiempo en producir la estimacion en los

precios cobra importancia.

En la Figura 4.6 se muestran la calidad de los resultados al realizar la
estimacion del precio de la opcion con barrera utilizando CRR. En la ventana de
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particion del tiempo considerada (de uno a dos mil particiones), el tiempo maximo
empleado por el método de arboles binomiales fue de 4.82 segundos, y aunque
para tiempos menores a un segundo se obtuvo tres resultados con errores
absolutos del orden de 10 también es cierto que los resultados presenta una
gran variabilidad al considerar particiones del intervalo del tiempo superiores o
iguales a dos donde el promedio de los errores fue de 0.1815, con una error

maximo de 2.9768; por lo que por cuestiones ilustrativas no se muestran en dicha
figura los datos correspondientes al intervalo de [0,1).

Figura 4.6 Comparacion de la calidad versus tiempo utilizando el modelo
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Fuente: Elaboracion propia.

Nétese, en la Figura 4.6, que a pesar del costo computacional superior a

dos segundos aun existen estimaciones con un alto grado de error, pues en el

caso de un costo computacional superior a cuatro segundos, se obtuvo un error
absoluto maximo de 0.1396.

En el caso del método BTT, el tiempo maximo empleado fue de 5.663
correspondiente a una division del tiempo de expiracion de la opcion en 1998

partes. La Figura 4.7 muestra la grafica de calidad — costo computacional, del
método BTT (marcadores en forma de diamantes) y el CRR (marcadores en forma
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de “x”); en dicha figura se evidencia que los errores absolutos obtenidos por medio
de CRR, dado el tiempo computacional, estdn practicamente acotados por los
errores absolutos generados por medio del método BTT.

Figura 4.7 Comparacion de la calidad versus tiempo utilizando el modelo
BTT.

0.25 +

+«error BTT
- error CRR

Errores absolutos

Tiempo en segundos

Fuente: Elaboracion propia.

Por otra parte, el Método Derman muestra un comportamiento mucho mas
eficiente en comparacion a los métodos anteriores, es decir, mayor calidad con
respecto al costo computacional; el andlisis de los errores absolutos muestra que
los promedio por intervalos de longitud de un segundo son del orden de 103 asi
mismo, el minimo de los errores absolutos, dadas las particiones consideradas, es
igual a 2.05469x10°; por otro lado, en tiempos de ejecucién superiores a 3
segundos, el error maximo producido por el método es menor a 8 x107 (véase el
Cuadro 4.5y la Figura 4.8).
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Cuadro 4.5 Caracteristicas descriptivas de los errores absolutos, con
respecto al costo computacional, al utilizar el método Derman.

Errores
Costo Maximo Minimo Promedio

[1,2) 0.010652387 | 3.0767 x 10| 0.003817643
[2,3) 0.007416384 | 2.12706 x 10°° | 0.002821754
[3,4) 0.005994132 | 3.18449 x 10 | 0.002579726
[4,5) 0.004981085 | 4.3542 x 10| 0.002079544
[5,6) 0.004500029 | 1.6153 x 10| 0.001796418
[6,7) 0.004232834 | 1.24444 x 10| 0.001800454

>7 0.003291251 | 2.05469 x 10° | 0.001638566

Fuente: Elaboracion propia.

Figura 4.8 Comparacion de la calidad versus tiempo utilizando el Método

Derman.

o
g
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Tiempo en segundos

Fuente: Elaboracion propia.

Resumiendo, entre los métodos estudiados basados en la generacion de
nodos (CRR, BTT y el Método Derman), el que presenta mayor costo
computacional es el Método Derman; sin embargo, éste también presenta la mejor

relacion costo-calidad, es decir, el costo empleado en la generacion de las redes
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nodales es compensado por la calidad en las estimaciones del precio de la opcion

barrera, medida a través del error absoluto.

4.4. Analisis de la estabilidad
La estabilidad es la calidad de los algoritmos que ante pequefios cambios en los

datos iniciales se produzcan pequefios cambios en los resultados finales; de
acuerdo a Burden y Faires (1985), un algoritmo con esas caracteristicas se le
denominaréa estable, en caso contrario, el algoritmo sera inestable (Burden y
Faires, 1985: 33-34).

Una forma de medir la estabilidad de los algoritmos es a través del estudio
de la variabilidad de los resultados obtenidos; por ejemplo, Barr et. al. (1995)
recomiendan el estudio de graficas de la calidad versus tiempo, pero considerando
barras de error con respecto a los puntos promedios de la calidad de los datos;
para ello se utilizara el error estandar de las estimaciones de los precios de la
opcién, agrupados en intervalos de acuerdo a su costo computacional, debido a
que nos proporcionara una medida de la dispersién de los errores con respecto a

su promedio.

La grafica de los promedios de los errores, y sus correspondientes barras
de error, para los tres métodos se encuentra en la Figura 4.9; en ésta se puede
observar que los promedios de los errores producidos por el método BTT son
superiores a los otros dos métodos; en contraste, el Método Derman proporciona
un menor promedio en los errores al estimar el precio de la opcion. Aunado a ello,
el Método Derman ofrece una menor variabilidad de los errores (véase también la
Figura 4.10) con respecto a los métodos CRR y BTT; nétese, ademas, que el
meétodo BTT, por el tamafio de la barra alrededor del promedio, proporciona una
mayor variabilidad de los errores con respecto a su media asi como un mayor

traslape entre las barras de error.
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Figura 4.9 Vvariabilidad de los errores absolutos, con respecto a su media por

intervalo de costo computacional, para los métodos CRR, Dermany BTT.
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Fuente: Elaboracién propia.

Figura 4.10 Variabilidad de los errores absolutos, con respecto a su media por

intervalo de costo computacional, para el Método Derman.
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Fuente: Elaboracién propia.

Ahora bien, otra forma de medir la estabilidad de los métodos es realizando

pequefios cambios en los datos iniciales y analizar los resultados finales por medio

97



de los errores absolutos. Estos errores son calculados al aplicar los métodos de
arboles analizados a distintos datos iniciales correspondientes al precio inicial del
activo subyacente y el tiempo o plazo residual del contrato y comparando el

resultado con respecto a la estimacion de la férmula cerrada.

Los cambios en los datos iniciales fueron realizados al precio del
subyacente y al tiempo de vencimiento del contrato de la siguiente manera: al
precio del subyacente se le permitira variar en el intervalo de 40 u.e. hasta un
precio de 125 u.e con aumentos de 0.5 unidades; el plazo residual variara en el
intervalo de 0.2 a 1.1, con incrementos iguales a 0.1 unidades; por otro lado, se
mantuvo constante la volatilidad en 20% vy la barrera superior en 125 u.e. Es decir,
se genera una combinacion de 10 por 171 distintos posibles escenarios; de este
modo, en la Figura 4.11 se ilustra la superficie de los resultados numéricos
obtenidos en la valuacion de dichas opciones de compra up-and-out;, es
importante sefialar que superficies similares se obtienen al utilizar cualquiera de

los métodos.

Figura 4.11 Precios para una opcion up-and-out de compra, tipo europeo; con

diferentes precios iniciales del subyacente y diversos tiempos de maduracién, con

una volatilidad del 20%, precio de ejercicio de 100 y una barrera de 125.
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Fuente: Elaboracion propia.
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Debido a la gran cantidad de datos al modificar los datos iniciales (1710
triadas, conformadas por el precio inicial del subyacente, el plazo residual del
contrato y el error del método) se utilizaron graficas de contorno para el andlisis
gréafico de los errores absolutos; es decir una topografia en dos dimensiones, vista
desde arriba, de los errores para mostrar la relacion entre los puntos. Donde el eje
de las abscisas corresponde al precio del activo, el eje de las ordenadas al tiempo,
y la profundidad el tamafio de los errores absolutos; de esta manera, cada una de
la bandas de colores representan un rango de los errores en las Figuras 4.12 a
4.14.

Figura 4.12 Contorno de la variabilidad de los errores absolutos ante

cambios en el precio inicial del activo subyacente y en el tiempo de

maduracion de la opcion up-and-out utilizando el método CRR.
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Fuente: Elaboracion propia.

Lo importante de las graficas, en este caso, no solo es el tamafio del error
propiamente, si no el cambio de bandas de los errores por grupos de duplas al
modificar las condiciones iniciales. Las graficas de contorno, permitiran observar
donde se encuentran focalizados los errores por tamafio de bandas y entre mas
cambios de bandas ante ligeros cambios en las caracteristicas iniciales, ya sea en
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el tiempo de maduracion o en el precio inicial del activo subyacente, el método

mostrara una mayor inestabilidad.

En el caso de aplicar CRR a las duplas de los cambios en las condiciones
iniciales, se nota que su grafica de contorno presenta indistintamente bandas
interpuestas de distinto orden de error; en otras palabras, una banda de color
“rojo” puede estar seguida inmediatamente por una banda de color “azul” para

regresar a una banda “roja” (véase la Figura 4.12).

Sin embargo, las estimaciones de los precios proporcionadas por el método
BTT presentan una mayor estabilidad, al mostrar claras zonas por grado de error.
Es importante sefialar que este método, dadas las condiciones iniciales, presenta
mayores zonas de error en dos subconjuntos de datos: 1) con precios iniciales
superiores a 100 y un plazo residual menor a 0.3; y 2) para precios mayores a 80
con un plazo a vencimiento superior a un afio, no obstante, los errores se

mantienen estables en estas zonas (véase la Figura 4.13).

Figura 4.13 Contorno de la variabilidad de los errores absolutos ante

cambios en el precio inicial del activo subyacente y en el tiempo de

maduracién de la opcion up-and-out utilizando el método BTT.
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Fuente: Elaboracién propia.
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Es importante recordar que “[a]lgunos algoritmos seran estables
para cierto grupo de datos iniciales pero no para todos” (Burden y Faires,
1985: 33, 34).

Contrastantemente, el Método Derman no solamente presenta un
grado de error mucho menor, sino también una mayor estabilidad en la
valuacion de las duplas, a excepcion de cuando el pecio inicial del
subyacente se encuentra en niveles muy cercanos a la barrera del contrato,

como se puede observar en la Figura 4.14,

Figura 4.14 Contorno de la variabilidad de los errores absolutos ante

cambios en el precio inicial del activo subyacente y en el tiempo de

maduracioén de la opcién up-and-out utilizando el Método Derman.
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Fuente: Elaboracidon propia

Para concluir, la Figura 4.15 resume el resultado del andlisis realizado a los
métodos CRR, BTT y Método Derman; en esta figura el método ideal obtendria

°2 En el Apéndice 14 se encuentra un conjunto de gréficas donde también se incluye la variacion de
la barrera de la opcion up-and-out.
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una calificacion de tres; por lo tanto, la grafica permite observar los puntos débiles

de cada uno de los métodos estudiados.

Figura 4.15 Resumen gréfico del andlisis de los resultados proporcionados por los

métodos CRR, BTT y Derman.
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Conclusiones

Durante el desarrollo de este trabajo se presentaron modelos para la valuacion de
opciones con barrera; estos modelos se pueden dividir en dos grupos: 1) los
modelos basados en arboles y 2) simulaciones Monte Carlos para estimar el
precio de la opcion. Es importante sefalar que los modelos analizados son

interpretaciones discretas del tiempo de un proceso continuo en el tiempo.

Dentro del primer grupo de modelos basados en arboles se exploraron tres
métodos propuestos para la valuacion de opciones con barreras: CRR, BTT y

Derman; los cuales presentaron ventajas y desventajas en su uso.

En el caso del método binomial o CRR este método presento los siguientes

atributos:

e un reducido costo computacional, y
e una menor variabilidad de los errores absolutos versus el costo

computacional, comparado contra el método BTT.

A pesar de ello, la red creada por este método no se adapta para todas las
particiones del tiempo a las caracteristicas estipuladas en el contrato opcional,
elevando asi el error de especificacion; en consecuencia, se estaria valuando una
opcién diferente a la contratada en ciertas particiones. Una forma de evitar este
error es generar primeramente la red e identificar, posteriormente, si ésta incluye
la barrera de la opcion, en caso afirmativo, se valuaria la opcion; en caso contrario
se realizaria otra particién y se volveria a revaluar la coincidencia de los nodos con
las caracteristicas del contrato. No obstante, este ejercicio podria ser demandante

en recursos con resultados pirricos.

Con respecto al algoritmo de arboles bino-trinomiales o BTT, el esfuerzo por
restringir el error de especificacion de este método incrementa ligeramente el
costo computacional. Sin embargo, es importante sefalar que a diferencia de los
otros métodos considerados, el método BTT posee las siguientes bondades:
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e crea una red de nodos de acuerdo a las caracteristicas principales de la
opcion, pues el algoritmo de construccion permite no sélo ajustar los nodos
de la red para hacerla coincidir con la barrera de la opcién, sino también
con su precio de ejercicio; proporcionando, de esta manera, un precio mas
preciso;

e como consecuencia del punto anterior, el método BTT crea la estructura
nodal antes de empezar a realizar la valuacion; al contrario, el Método
Derman primero crea la red de manera similar al CRR; en segundo lugar
realiza las valuaciones en cada uno de los nodos y concluye realizando los
ajustes necesarios en cada uno de los nodos que pertenezcan en la

frontera o cercanos a la barrera especificada.

Asi mismo, dentro de los métodos que involucran &rboles, el Método
Derman resulté el mas demandante en tiempo computacional; aunque para fines
practicos el tiempo empleado no fue radicalmente diferente, pues mientras que el
tiempo maximo de BTT fue de 5.663 segundos el Método Derman emple6é un
tiempo maximo de 7.785 segundos, una diferencia de tan solo 2.122 segundos.

Por el contrario, Derman presentd las siguientes propiedades positivas:

e mostré ser un método que provee una tasa de convergencia mucho mas
rapida que la presentada por CRR o por BTT; es decir, la solucién del
algoritmo propuesto por el Método Derman al incrementar el nimero de
divisiones, en la ventana del tiempo considerada, convergera a una tasa de
Y%, la cual es mayor a las tasas de convergencia de 1/9 y de 1/11
correspondientes a los métodos CRR y BTT, respectivamente;

e una mejor relacion error absoluto versus costo computacional.

Con respecto al analisis de estabilidad de los métodos, se pudo determinar
gue CRR era el método mas inestable; y aunque el método BTT resultd ser un
método estable, presenté un incremento en los errores en dos subconjuntos de

datos:
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1) cuando se combinan fechas de expiracion lejanas con precios iniciales del
activo subyacente muy cercanos tanto al precio de ejercicio de la opcion
como al precio de la barrera; y

2) de forma similar al inciso anterior, con precios iniciales del activo
subyacente muy cercanos al precio de ejercicio de la opcion como al precio

de la barrera pero con fechas de expiracion muy proximas.

Sin embargo, el Método Derman presenta una mayor estabilidad a lo largo
de la vida de la opcién. Por otro lado, este método proporciona una gran calidad
en los datos, a excepcion de precios iniciales del activo muy cercanos al precio de

la barrera, donde los errores empiezan a incrementarse.

Con respecto a las valuaciones de las opciones con barrera por medio de
simulaciones Monte Carlo resulté que tanto para el método tradicional como el
método condicional (el cual utiliza técnicas de reduccién de varianza por
condicionamiento), las simulaciones son ampliamente demandante en memoria de
los procesadores asi como en el tiempo para obtener una estimacion. Ademas,
tomando como guia de comparacion el resultado obtenido por las formulas
cerradas, se descubri6 que los métodos BTT y Derman, basados en arboles,
proveian de mayor calidad en las soluciones que el resultado propuesto por las

simulaciones Monte Carlo.

En resumen, cuando se seleccioné un método de valuacion de opciones
con barrera se alienta a analizar no sélo las fortalezas del algoritmo seleccionado

sino también sus puntos débiles; dentro de dicho analisis al menos debe incluirse:

el estudio de la creacién o disminucion de errores de especificacion,
e la convergencia del método,

e el costo computacional,

e la variabilidad de los errores,

e Yy la estabilidad del método.
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Los Métodos Derman y BTT, como algoritmos para valuar opciones con
barrera, mostraron sélidos resultados en el analisis de los cinco puntos anteriores.
Dominando la calidad de los datos en Derman sobre BTT; no obstante, aunque el
Cuadro 3.5 muestra una mejor calidad en el Método Derman sobre el BTT,
también es cierto que los errores relativos generados por éste al variar los datos
relativos a la volatilidad y el precio de ejercicio son del orden de 1073; ademas,
para ciertos conjuntos de datos, la estimacion proporcionada por el BTT es de

igual calidad o superior a la de Derman.

Ilgualmente, conforme al andlisis de estabilidad tanto para el método BTT
como el Método Derman, se puede concluir que ante pequefios cambios en los

pardmetros, se obtienen pequefios cambios en el resultado de ambos métodos.

En conclusién, entre los métodos Derman, BTT, Monte Carlo y Monte Carlo
condicional para valuacion de opciones con barrera, se elegiria en primer instancia
a Derman, y a BTT; posteriormente a Monte Carlo condicional y Monte Carlo,
debido a la calidad de las estimaciones y el tiempo empleado para hallar la
solucion; de igual importancia es el esfuerzo realizado por los dos primeros

métodos en reducir el error de especificacion.

Finalmente, el analisis realizado deja claro que aun hay puntos a desarrollar
o a fortalecer como técnicas para mejorar la tasa de convergencia de los arboles
bino-trinomiales, y con ello la reducciéon de los saltos en los precios como lo
indicado en el histograma de la Figura 3.10b, para lo cual sera necesario conocer
los avance realizados no soélo en el &mbito financiero sino también el avance en
otras ciencias como la Fisica y el Analisis Numérico, pues las soluciones a
problemas no lineales, problemas de combinatoria y técnicas numéricas podrian
ayudar a resolver no sélo problemas de convergencia, sino también en
incrementar la estabilidad y la calidad de la solucion propuesta, en beneficio de
los agentes econdomicos, usuarios de este tipo de productos derivados; no

obstante, estos temas se dejan para posteriores investigaciones y desarrollos.
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Abreviaturas y nomenclaturas

BTT.-

CRR.-

Derman o Método
Derman.-

Al maximo entre X y cero.

Al menor de los enteros, tal que es mayor o igual a X.
Al mayor de los enteros, tal que es menor o igual a X.
El conjunto de los nimeros reales.

El conjunto de los numeros enteros.

Al modelo desarrollado por Fischer Black, Myron
Sholes y Robert Merton.

Al modelo que combina arboles trinomiales con arboles
binomiales recombinantes (por sus siglas en inglés)
(Dai, Tian-Shyr y Lyuu, Yuh-Dauh (2010)).

Arbol creado conforme lo indicado por Cox, Ross y
Rubinstein en 1979.

Al método descrito por (Derman, et. al., 1995).
Precio de ejercicio de la opcion o precio futuro fijado

del bien subyacente en un contrato forward.

Barrera superior al precio del subyacente para las
opciones barrera.

Tasa de interés a utilizar a utilizar en la valuacion de
opciones.

Precio spot del subyacente objeto de la opcion.
Volatilidad del subyacente objeto de la opcion.
Tiempo residual de la opcion.

Unidades econdmicas.
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Glosario

Arbitraje

Arbol recombinante

BBT

Call
Costo
computacional

Debugging

Error absoluto

Error de
cuantificacion

Error de
especificacion

Error relativo

Esfuerzo
computacional

Estabilidad

Forward

Véase: oportunidades de arbitraje

Es un &rbol donde se recombinan los nodos, es decir, si
un movimiento hacia arriba es seguido por un
movimiento hacia abajo da el mismo resultado si
primero la trayectoria tuvo un movimiento hacia abajo y
posteriormente hacia arriba (Bjork, 2004,15).

El Método de arbol bino-trinomial, BBT por sus siglas en
inglés, proporciona un arbol binomial CRR trunco en su
primer paso, punto donde se combina con una
estructura trinomial (Dai y Lyuu 2010).

Véase.- Opcion call.
Véase.- Esfuerzo computacional

Inspeccionar el cédigo de un programa para detectar
algun tipo de error. Los tipos de error pueden ser, por
ejemplo, errores de sintaxis o errores en el tiempo de
ejecucion.

A la diferencia, en valor absoluto, entre el valor
proporcionado por la aproximacion del método
correspondiente y el valor de referencia.

Error generado al tratar un fenédmeno “continuo” como si
fuera “discreto”.

Error generado por el modelo debido a la incapacidad
de mimetizar completamente las condiciones pactadas
en el contrato del producto derivado.

Al cociente entre el error relativo y el precio inicial del
activo subyacente en el producto derivado.

Tiempo empleado en la ejecucion total para obtener el
precio estimado.

La estabilidad es la calidad de los algoritmos que ante
cambios pequefios en los datos se produzcan cambios
pequeios en los resultados finales (Burden, 1985:34).

Es un contrato derivado por medio del cual se fija el
precio de compra o venta del bien subyacente (Neftci,
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Generador de
numeros pseudo-
aleatorios (NPA)

Histograma

Intervalo de clase

Intervalo de
confianza

Méaximo error
absoluto

MAE

NPA

Opcion call

Opcion barrera

2008:51).

Algoritmo determinista para generar numeros que
emulen la aleatoriedad de una variable. Los métodos
requieren una “semilla” y un conjunto de “variables de
estado”.

Presentacion grafica de una distribucion de frecuencias,
de frecuencias relativas o de frecuencias porcentuales;
se traza colocando los intervalos de clase sobre el eje
horizontal y las frecuencias sobre el vertical (Anderson,
Sweeney y Williams, 2001:33).

Intervalo de valores de los datos para agrupar los
elementos de un conjunto (Anderson, Sweeney Yy
Williams, 2001:31).

Es el intervalo que contiene el parametro estimado,
dada un adecuado grado de confianza. Suponga que se
quiera estimar a u por medio de fi, serd necesario
encontrar dos numeros positivos § y a de tal forma que
la probabilidad de que el intervalo (4—48,4+6)
contenga al verdadero u es igual a 1 — a; donde «a se
encuentra entre 0 y 1. Es decir,
P—-6<u<sp+d)=1-a«a

Ademas, a a se le denominara nivel de significanciay a
1—a como coeficiente de confianza (Brandimarte,
2002:640; y Guijarati y Porter, 2010:108 )

Es el maximo de los errores absolutos.

Véase.- Maximo error absoluto

Véase.- Generador de numeros pseudo-aleatorios

Es un contrato derivado por medio del cual el tenedor
de éste obtiene el derecho de comprar el bien
subyacente. La opcién se considerara europea si solo
se puede ejercer a su vencimiento; americana, si puede
ejercerse en cualquier momento durante la vida del
contrato; o bermuda si puede ejercerse en fechas
determinadas. (Neftci, 2008: 205-206)

Es una opcion donde su payoff depende si el precio del
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Opcion barrera
“knock-in”

Opcion barrera
“knock-out”

Opciones
dependientes de
la trayectoria o
“path
dependent”

Oportunidades de

arbitraje

Orden de
convergencia

Path dependent

Payoff

Raiz del error
cuadratico medio

bien subyacente alcanza ciertos precios denominados
“barreras”.

Es una opcién barrera que empieza a existir si el precio
del bien subyacente toca la barrera antes de su fecha
de vencimiento.

Es una opcion barrera que deja de existir si el precio del
bien subyacente toca la barrera antes de su fecha de
vencimiento.

Opciones donde el payoff no solamente depende del
precio del bien subyacente al vencimiento del contrato,
es decir en el tiempo “T”, sino del comportamiento del
precio del bien a lo largo de la vida del derivado, t<T.

Es una estrategia en la cual un inversionista puede
obtener una ganancia sin riesgo, sin contar con capital
alguno (Pliska, 1999:9).

Se dird que una sucesion {a, },-,converge a un numero
a, con un orden de convergencia p si existe una Kk, tal
gue (Burden y Faires 1985:36 y Chance, 2008:51):

k
la,, — af <—-

Véase.- Opciones dependientes de la trayectoria.

Al pago al vencimiento realizado al tenedor de un
producto derivado.

Se define como:

n 2
RMSE = Zit=16t
n

Por otro lado, el error cuadratico medio es definido
como

MSE(0) = E[(8-0)’]

La interpretacién es la siguiente: una MSE de cero
indica que el estimador predice las observaciones del
parametro 6 con perfecta exactitud. Los valores del
MSE de dos modelos estadisticos se pueden utilizar
para comparar que tan bien explican las observaciones
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Rebate

RMSE

Ss-log-precio

V-log-precio

dadas http://en.wikipedia.org.

A la compensacion otorgada por el emisor al poseedor
de la opcion barrera por el evento de que el precio del
activo subyacente haya cruzado alguna de las barreras
(Brandimarte, 2002:119).

Véase.- Raiz del error cuadréatico medio

Véase V-log-precio

El V-log-precio del precio del bien (o de la accién) V' se
define como In(V'/V). Como consecuencia, un V-log-
precio de z, implica un precio del bien (o de la accién)

de Vexp(z). Es decir, in (Vepr(Z)) =z.
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Apéndice 1. Desarrollo algebraico para la determinacion del valor
de un forward

Al final del periodo, el precio de la accion sera igual a S;(u) o a S;(d) dependiendo
si el precio de la accion sube o baja respectivamente. Asi mismo, el payoff del
forward sera igual a

f(51(u)) =S (u) - K,
f(S1(d) = S1(d) — K.

Del Capitulo 1 se determind la férmula para obtener el valor de un producto
derivado, indicado por la identidad (1.9), la cual se indica a continuacién

V = exp(—rt)[qf (S1(w) + (1 — @) f(S1(@)]. (1.9)
Donde:

_ Soexp(rt)=5:(d)

ss@w-si@ Y

1—qg= S1(u)—Soexp(rt)
S1(w)-51(d)

Por lo tanto, al substituir las expresiones relativas a “q", “1-9” y las
correspondientes a los payoffs se tiene

V =exp(—rt)[qf (S1(w) + 1 — ) f (S1(d))]

_ _ Soexp(rt)—S;(d) S1(u)—Soexp(rt)
= exp( rt)[ $1(w)—S1(d) f(5:w) + $1(w)=S1(d) f (Sl(d))]

o () [SoEXP D=1 () _ S1(W)=Soexp(rt) _
= exp(—rt) | TP (5, (W) — K) + 2 (5 (d) K)|

Soexp(rt)S;(u)—S1(d)S,(w)—KSpexp(rt)+KS,(d)+51(d)S1(w)—S1(d)Spexp(rt)—KS, (w)+KSgexp (rt)]

exp(—rt) [ S1(w)-S1(d)
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V = exp(—rt)

Soexp(rt)S;(u) + KS;(d) — S1(d)Spexp(rt) — KS, (u)l
S1(w) — S1(d)

B [Soexp(rt)S,(u) — Spexp(rt)S;(d) + KS;(d) — KS; (u)
= (o) 5,00 = 5, l

_ [(S1(w) — S1(d))(Spexp(rt) — K)
= exp(—rt) _ 5@ = 5.

= exp(—rt)[Spexp(rt) — K]

Para finalmente obtener: V = S, — Kexp(—rt).
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Apéndice 2. Desarrollo algebraico para la determinacion del valor
interpolado V(D) de acuerdo a la distancia entre la barrera
especificada y las barreras efectiva y modificada.

Debido a la posibilidad de que por medio de los modelos binomiales, la red
generada no provea un conjunto de nodos coincidentes con la barrera
especificada; el Método Derman plantea una interpolacion del valor de la opcién
por medio del conjunto de nodos que se encuentran por arriba y por debajo de la
barrera especificada. El conjunto de nodos donde se hace palpable, por primera
vez, el efecto de la barrera se denomina barrera efectiva, mientras que el otro

conjunto de nodos, por practicidad, se denominara barrera modificada.

El objetivo del método es considerar la proximidad de la barrera
especificada sobre la barrera modificada. Ahora bien, sea “D” el nodo por debajo
de la barrera especificada y, por ende, residente en la barrera modificada,
mientras que el nodo “U” corresponde al valor de ubicado en la barrera efectiva.
Para el nodo “D” debera calcularse el valor de la opcion, V(D), considerando la
barrera efectiva. Asi mismo, deber4d calcularse la compensacion T(D) por
vencimiento sin valor de la opcion (rebate), considerando la barrera modificada

como si fuera la barrera pactada.

Con esos valores, V(D), T(D), D y U (véase la Figura A2.1), debera
interpolarse para obtener un valor aproximado del valor de la opcién en el nodo

“D” contemplando el efecto de la barrera especificada “B” y el cual se denominara

V(D). El desarrollo de la interpolacion se muestra a continuacion.

V(D) — T(D) _V(D)-T(D)

B-D —  U-D

_ V(D) —-T(D

V(D) = %(3 — D) +T(D)
B-D B-D

V(D) = U_—DV(D) — mT(D) + T(D)
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-B+D+U-D
U-D

_ B—-D

7(D) = %V(D) + %T(D)

Figura A2.1 Ejemplo para la interpolacion del valor

de la opcién para la barrera especificada “B”.

\;[[[:}) ............... + + ........... _{5

Fuente: Elaboracion propia con informacion de Derman
et. al. (1995).
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Apéndice 3. Codigo de MatLab y SciLab utilizando el modelo BSM
para valuar una opcion donde el subyacente es una accion que no
paga dividendos

El cbédigo, en MatLab y SciLab para valuar opciones europeas, donde el
subyacente es una acciébn que no paga dividendos, utilizando la férmula del

modelo BSM se muestra a continuacion.

En MatLab:

function [c, p] = BSM1973(S,K,T,r,sigma)
%Veéase Hull (2009)
d1=(log(S/K)+(r+sigma”2/2)*T)/(sigma*sqrt(T));
d2=d1-(sigma*sqrt(T));
N_d1=normcdf(d1,0,1);
N_d2=normcdf(d2,0,1);
Cc=S*N_d1-K*(exp(-r*T)*N_d2);
p=K*(exp(-r*T)*(1-N_d2))-S*(1-N_d1);
endfunction

En SciLab:

function [c, p] = BSM1973(S,K,T,r,sigma)

//Véase Hull (2009)
d1=(log(S/K)+(r+sigma”2/2)*T)/(sigma*sqrt(T));
d2=d1-(sigma*sqrt(T));
N_d1=cdfnor("PQ",d1,0,1);
N_d2=cdfnor("PQ",d2,0,1);
c=S*N_d1-K*(exp(-r*T)*N_d2);
p=K*(exp(-r*T)*(1-N_d2))-S*(1-N_d1);

endfunction
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Apéndice 4. Codigo de MatLab y SciLab del modelo CRR para obtener
el valor de una opcion, donde el subyacente es una accion que no
paga dividendos

El cddigo en MatLab y SciLab para valuar opciones europeas, donde el
subyacente es una accion que no paga dividendos por medio del modelo CRR se

muestra a continuacion.

En MatLab:

function [c, p] = EuroArbolBinomial(S,K,T,r,sigma,N)
%Funcion para determinar el precio de una opcién europea utilizando arboles
%binomiales.
% S.- Precio inicial del activo subyacente
% K.- Precio de ejercicio
% T.- tiempo
% r.-tasa
% sigma.- volatilidad
% N.- Numero de particiones
% Fuente: Bundi (2005)
dt = T/N;
A = zeros(N+1,N+1);
a = exp(r *dt);
u = exp(sigma* sqrt(dt));
g=(a*u-1)/(u"2-1);
A(N + 1,)) = max(K -S*u.”(2*(0: N)-N),0);

fori=N:-1: 1
A, L:)=[g* AG+1,(L:D)+1)+( -q)*Ai+1,1:0))/a;
end
p=A(1,1);
C =p+S-K*exp(-r* T);
end
En SciLab:

function [c, p] = EuroNonDivBinomial(S,K,T,r,sigma,N)
/' Fuente: Bundi (2005)

dt = T/N;

A = zeros(N+1,N+1);

a = exp(r *dt);

u = exp(sigma* sqrt(dt));

g = (a*u-1)/(ur2-1);

A(N + 1,:) = max(K -S*u.(2*(0: N)-N),0);

121



fori=N:-1: 1
A, 1:0)=[g* A(i+1,(1:1)+1)+(1 -g)*A(i+1,1:1)]/a;
end
p =A(1,1);c =p+S-K*exp(-r* T);
endfunction
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Apéndice 5. Codigo de MatLab y SciLab para valuar opciones con
barrera, usando formulas cerradas

El codigo en MatLab y SciLab para valuar opciones con barrera, donde el
subyacente es una acciébn que no paga dividendos, por medio de formulas

cerradas se muestra a continuacion.

En MatLab:

function c=FormulasCerradasB(S,K,KoU,T,r,sigma, Tipo)
%ODbtencién del valor de los ocho tipos de opciones con barrera, donde:
%S.- Es el precio inicial del activo subyacente
%K.- Es el precio de ejercicio
%KoU.-Es la barrera simple
%T.- Es el tiempo de vida de la opcion
%r.- Es la tasa libre de riesgo
%sigma.- Es la volatilidad del tipo de cambio
%Tipo.- Tipo de opcion barrera.

% Call

% Up-and-out.- 'cuo’
% Up-and-in.- ‘'cui’
% Down-and-out.-'cdo’
% Down-and-in.- 'cdi’
% Put

% Up-and-out.- 'puo’
% Up-and-in.- 'pui’
% Down-and-out.-'pdo’
% Down-and-in.- 'pdi’

%Véase: Wilmott, (2007)

%Tipo=convstr(Tipo,'l');

a=(KoU/S)N-1+2*r/(sigma”2));
b=(KoU/S)N1+2*r/(sigma”2));

sigma2=sigma’2;
d1=(log(S/K)+(r+0.5*sigma2)*T)/(sigma*sqrt(T));
d2=(log(S/K)+(r-0.5*sigma2)*T)/(sigma*sqrt(T));
d3=(log(S/KoU)+(r+0.5*sigma2)*T)/(sigma*sqrt(T));
d4=(log(S/KoU)+(r-0.5*sigma2)*T)/(sigma*sqrt(T));
d5=(log(S/KoU)-(r-0.5*sigma2)*T)/(sigma*sqrt(T));
d6=(log(S/KoU)-(r+0.5*sigma2)*T)/(sigma*sqrt(T));
d7=(log(S*K/(KoU"2))-(r-0.5*sigma?2)*T)/(sigma*sqrt(T));
d8=(log(S*K/(KoU"2))-(r+0.5*sigma2)*T)/(sigma*sqrt(T));
Nd1=normcdf(d1,0,1);Nd2=normcdf(d2,0,1);
Nd3=normcdf(d3,0,1);Nd4=normcdf(d4,0,1);
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Nd5=normcdf(d5,0,1);Nd6=normcdf(d6,0,1);
Nd7=normcdf(d7,0,1);Nd8=normcdf(d8,0,1);
switch Tipo
case 'cuo’
c=S*(Nd1- Nd3-b*(Nd6- Nd8))-K*(exp(-r*T))*(Nd2-Nd4-a*(Nd5-Nd7));
case 'cul'
c=S*(Nd3+b*(Nd6- Nd8))-K*(exp(-r*T))*(Nd4+a*(Nd5-Nd7));
case 'cdo’
if K>KoU then
c=S*(Nd1-b*(1- Nd8))-K*(exp(-r*T))*(Nd2-a*(1-Nd7));
else
c=S*(Nd3-b*(1- Nd6))-K*(exp(-r*T))*(Nd4-a*(1-Nd5));
end
case 'cdi'
if K>KoU then
c=S*b*(1-Nd8)-K*(exp(-r*T))*a*(1-Nd7);
else
c=S*(Nd1- Nd3-b*(1- Nd6))-K*(exp(-r*T))*(Nd2-Nd4+a*(1-Nd5));
end
case 'puo’
if K>KoU then
c=-S*(1-Nd3-b*Nd6)+K*(exp(-r*T))*(1-Nd4-a*Nd5);
else
c=-S*(1-Nd1-b*Nd8)+K*(exp(-r*T))*(1-Nd2-a*Nd7);
end
case 'pui’
if K>KoU then
c=-S*(Nd3-Nd1+b*Nd6)+K*(exp(-r*T))*(Nd4-Nd2+a*Nd5);
else
c=-S*b*Nd8+K*(exp(-r*T))*a*Nd7;
end
case 'pdo’
c=-S*(Nd3-Nd1-b*(Nd8-Nd6))+K*(exp(-r*T))*(Nd4-Nd2-a*(Nd7-Nd5));
case 'pdi'
c=-S*(1-Nd3+b*(Nd8-Nd6))+K*(exp(-r*T))*(1-Nd4+a*(Nd7-Nd5));
otherwise
c=-1;
end
end

En SciLab:

function c=FormulasCerradasB(S,K,KoU,T,r,sigma,Tipo)
//Obtencion del valor de los ocho tipos de opciones con barrera, donde:
/IS.- Es el precio inicial del activo subyacente
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/IK.- Es el precio de ejercicio

//KoU.-Es la barrera simple

IIT.- Es el tiempo de vida de la opcion

/lr.- Es la tasa libre de riesgo

/Isigma.- Es la volatilidad del tipo de cambio
/[Tipo.- Tipo de opcién barrera.

1l Call

Il Up-and-out.- ‘cuo’
Il Up-and-in.- ‘'cui’
Il Down-and-out.-'cdo’
1l Down-and-in.- 'cdi’
Il Put

Il Up-and-out.- 'puo’
Il Up-and-in.- 'pui’
Il Down-and-out.-'pdo’
Il Down-and-in.- 'pdi'

/IVéase: Wilmott, (2007)
Tipo=convstr(Tipo,'l")
a=(KoU/S)-1+2*r/(sigma”2));
b=(KoU/S)N1+2*r/(sigma”’2));
sigma2=sigma’2;
d1=(log(S/K)+(r+0.5*sigma2)*T)/(sigma*sqrt(T));
d2=(log(S/K)+(r-0.5*sigma2)*T)/(sigma*sqrt(T));
d3=(log(S/KoU)+(r+0.5*sigma2)*T)/(sigma*sqrt(T));
d4=(log(S/KoU)+(r-0.5*sigma2)*T)/(sigma*sqrt(T));
d5=(log(S/KoU)-(r-0.5*sigma2)*T)/(sigma*sqrt(T));
d6=(log(S/KoU)-(r+0.5*sigma2)*T)/(sigma*sqrt(T));
d7=(log(S*K/(KoU”2))-(r-0.5*sigma2)*T)/(sigma*sqrt(T));
d8=(log(S*K/(KoU"2))-(r+0.5*sigma2)*T)/(sigma*sqrt(T));
Nd1l=cdfnor("PQ",d1,0,1);Nd2=cdfnor("PQ",d2,0,1);
Nd3=cdfnor("PQ",d3,0,1);Nd4=cdfnor("PQ",d4,0,1);
Nd5=cdfnor("PQ",d5,0,1);Nd6=cdfnor("PQ",d6,0,1);
Nd7=cdfnor("PQ",d7,0,1);Nd8=cdfnor("PQ",d8,0,1);
select Tipo
case 'cuo’
c=S*(Nd1- Nd3-b*(Nd6- Nd8))-K*(exp(-r*T))*(Nd2-Nd4-a*(Nd5-Nd7));
case 'cui’
c=S*(Nd3+b*(Nd6- Nd8))-K*(exp(-r*T))*(Nd4+a*(Nd5-Nd7));
case 'cdo’
if K>KoU then
c=S*(Nd1-b*(1- Nd8))-K*(exp(-r*T))*(Nd2-a*(1-Nd7));
else
c=S*(Nd3-b*(1- Nd6))-K*(exp(-r*T))*(Nd4-a*(1-Nd5));
end
case 'cdi’
if K>KoU then
c=S*b*(1-Nd8)-K*(exp(-r*T))*a*(1-Nd7);
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else
c=S*(Nd1- Nd3-b*(1- Nd6))-K*(exp(-r*T))*(Nd2-Nd4+a*(1-Nd5));
end
case 'puo’
if K>KoU then
c=-S*(1-Nd3-b*Nd6)+K*(exp(-r*T))*(1-Nd4-a*Nd5);
else
c=-S*(1-Nd1-b*Nd8)+K*(exp(-r*T))*(1-Nd2-a*Nd7);
end
case 'pui’
if K>KoU then
c=-S*(Nd3-Nd1+b*Nd6)+K*(exp(-r*T))*(Nd4-Nd2+a*Nd5);
else
c=-S*b*Nd8+K*(exp(-r*T))*a*Nd7;
end
case 'pdo’
c=-S*(Nd3-Nd1-b*(Nd8-Nd6))+K*(exp(-r*T))*(Nd4-Nd2-a*(Nd7-Nd5));
case 'pdi'
c=-S*(1-Nd3+b*(Nd8-Nd6))+K*(exp(-r*T))*(1-Nd4+a*(Nd7-Nd5));
else
c=-1;

end
endfunction

126



Apéndice 6. Codigo de MatLab y SciLab del modelo CRR para obtener
el valor de una opcion con barrera up-and-out, donde el subyacente
es una accion que no paga dividendos

El codigo en MatLab y SciLab para valuar una opcién up-and-out, donde el
subyacente es una accion que no paga dividendos, por medio del modelo CRR se

muestra a continuacion.

En MatLab:

function ¢ = Barreras(S,K,KoU,T,r,sigma,N)
dt = T/N;
A = zeros(N+1,N+1);
B = zeros(N+1,N+1);
cl=zeros(1,N+1);
c2=zeros(1,N+1);
a = exp(r *dt);
u = exp(sigma* sqrt(dt));
d=1/u;
g = (a*u-1)/(u"2-1),
% Genera matriz de precios
for i=1:1:N+1
A(i,1:1)=S*(u.”(0:i-1)).*d.~abs((0:i-1)-i+1);
end
% Genera matriz de precios dentro de la barrera superior; se divide s6lo como
medida control
for i=1:1:N+1
for j=1:1:i
if A(i,j)>=KoU, A(i,j)=0;end;
end
end
% Genera matriz de valor de la opcién para cada nodo
%Pay off
%B(N + 1,:) = max(K-A(N + 1,:),0);
B(N + 1,:) = max(A(N + 1,:)-K,0);
for j=1:1:N+1
if A(N+1,j))==0, B(N+1,j)=0;end;
end
% Nodos intermedios

fori=N:-1:1
c1=B(i+1,(1:)+1);
c2=B(i+1,1:i);
B(i,1:1)=[gq* c1+(1 -g)*c2]/a;
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for j=1:1:i
if A(i,j)==0, B(i,j)=0;end;
end
end
c =B(1,1);

En SciLab:

function [c, tiempoMaq]= Barreras(S,K,KoU,T,r,sigma,N)
tic()
dt = T/N;
A = zeros(N+1,N+1);
B = zeros(N+1,N+1);
cl=zeros(1,N+1);
c2=zeros(1,N+1);
a = exp(r *dt);
u = exp(sigma* sqrt(dt));
d=1/u;
g=(a*u-1)/(u"2-1);
/I Genera matriz de precios
for i=1:1:N+1
A(i,1:1)=S*(u.”(0:i-1)).*d.abs((0:i-1)-i+1);
end
/I Genera matriz de precios dentro de la barrera superior; se divide s6lo como
medida control
for i=1:1:N+1
for j=1:1:i
if A(i,j)>=KoU then A(i,j)=0;end,;
end
end
/I Genera matriz de valor de la opcion para cada nodo
//Pay off
/IB(N + 1,:) = max(K-A(N + 1,:),0);
B(N + 1,:) = max(A(N + 1,:)-K,0);
for j=1:1:N+1
if A(N+1,j)==0 then B(N+1,j)=0;end;
end
// Nodos intermedios

fori=N:-1:1
c1=B(i+1,(1:)+1);
c2=B(i+1,1:i);
B(i,1:))=[gq* c1+(1 -q)*c2]/a;
for j=1:1:i
if A(i,j)==0 then B(i,j)=0;end;
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end
end
c = B(1,1);
tiempoMag=toc()
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Apéndice 7. Resultados obtenidos al usar arboles tipo CRR para una
opcion de compra up-and-out tipo europea, con pasos entre el
intervalo de 3001 a 3100

En las figuras siguientes se muestran, graficamente, los resultados al valuar una
opcion de compra up-and-out, por medio del CRR para pasos en el intervalo de
3001 3100.

Figura A7.1 Resultados obtenidos al usar arboles tipo CRR para una

opcién de compra up-and-out tipo europea, con pasos entre el intervalo de
3000 a 3100.

234 \\\_\\

Estimacion del precio de la opcion

222 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
3000 3010 3020 3030 3040 3050 3060 3070 3080 3090 3100

Nimero de pasos en el CRR

La linea suave corresponde al valor obtenido por medio de la correspondiente
férmula cerrada.
Fuente: Derman et. al. (1995).

Un acercamiento de la Figura A7.1, se podra observar en la siguiente figura:
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Figura A7.2 Resultados obtenidos al usar arboles tipo CRR para una

opcién de compra up-and-out tipo europea, con pasos entre el intervalo de
3075 a 3089.

2.250

2.245

2235

Estimacion del precio de la opcion

2.230

T T T T T T T T
3076 3078 3080 3082 3084 3086 3088 3000
Nimero de pasos en el CRR

La linea suave corresponde al valor obtenido por medio de la correspondiente
férmula cerrada.
Fuente: Derman et. al. (1995).
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Apéndice 8. Cédigo de MatLab y SciLab del Método Derman para
obtener el valor de una opcién con barrera up-and-out, donde el
subyacente es una accion que no paga dividendos

El codigo en MatLab y SciLab para valuar una opcién up-and-out, donde el
subyacente es una accion que no paga dividendos, por medio del Método Derman

se muestra a continuacion.

En MatLab:

function [c, tiempoMagq]= Derman(S,K,KoU,T,r,sigma,N)
% Obtiene el precio de una opcion barrera "knock out"
% Véase Derman et. al. (1995)
T1=tic;
dt = T/N;
A = zeros(N+1,N+1);
B = zeros(N+1,N+1);
C = zeros(N+1,N+1);
cl=zeros(1,N+1);
c2=zeros(1,N+1);
a = exp(r *dt);
u = exp(sigma* sqrt(dt));
d=1/u;
g = (a*u-1)/(u"2-1);
% Genera matriz de precios
for i=1:1:N+1
A(i,1:1)=S*(u.”(0:i-1)).*d.~abs((0:i-1)-i+1);
end
% Genera matriz de precios dentro de la barrera superior; se divide s6lo como
medida control
%for i=1:1:N+1

% for j=1:1:i

% if A(i,j)>=KoU, A(i,j)=0;end;
% end

%end

% Genera matriz de valor de la opcion para cada nodo
%Pay off
%B(N + 1,:) = max(K-A(N + 1,:),0);
B(N + 1,:) = max(A(N + 1,))-K,0);
C(N + 1,:) = max(A(N + 1,:)-K,0);
for j=1:1:N+1

if A(N+1,j)>=KoU

B(N+1,))=0;
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C(N+1,))=0;
end;
end
% Nodos intermedios del arbol binomial sin cambios
fori=N:-1: 1
c1=B(i+1,(1:i)+1);
c2=B(i+1,1:i);
B(i,1:1)=[gq* c1+(1 -g)*c2]/a;
for j=1:1:i
if A(i,j)>=KoU, B(i,j)=0;end;
end
end
fori=N:-1:1
c1=C(i+1,(1:)+1);
c2=C(i+1,1:i);
C(@i,1:)=[g* c1+(1 -g)*c2]/a;
for j=1:1:i-1
if A(i,j+1)>=KoU && A(i,j)<=KoU
C(i,))=B(1.))*(KoU-A(i.j))/(A(i,j+1)-A(i.)));
elseif A(i,j)>=KoU
C(i,))=0;
end;
end

En SciLab:

function [c, tiempoMag]= Derman(S,K,KoU,T,r,sigma,N)
//Obtiene el precio de una opcidn call, europea, con barrera superior utilizando
/I el Método Derman, es decir, calcula el valor de una opcién "up-and-out".
/IS.- Es el precio inicial del activo subyacente
/IK.- Es el precio de ejercicio
//KoU.-Es la barrera simple
IIT.- Es el tiempo de vida de la opcion
/lr.- Es la tasa libre de riesgo
/Isigma.- Es la volatilidad del tipo de cambio
//Véase Derman et. al. (1995)
tic()
dt = T/N;
A = zeros(N+1,N+1);
B = zeros(N+1,N+1);
C = zeros(N+1,N+1);
cl=zeros(1,N+1);
c2=zeros(1,N+1);
a = exp(r *dt);
u = exp(sigma* sqrt(dt));
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d=1/u;

g=(a*u-1)/(u"2-1);

/I Genera matriz de precios

for i=1:1:N+1
A(i,1:))=S*(u.”(0:i-1)).*d.~abs((0:i-1)-i+1);

end

/I Genera matriz de precios dentro de la barrera superior; se divide s6lo como

medida control

/ffor i=1:1:N+1

Il forj=1:1:i

Il if A(i,j)>=KoU, A(i,j)=0;end;

/I end

/lend

/I Genera matriz de valor de la opcion para cada nodo
//Pay off
/IB(N + 1,:) = max(K-A(N + 1,:),0);
B(N + 1,:) = max(A(N + 1,:)-K,0);
C(N + 1,:) = max(A(N + 1,:)-K,0);
for j=1:.1:N+1
if A(N+1,j)>=KoU
B(N+1,))=0;
C(N+1,)=0;
end;
end
// Nodos intermedios del arbol binomial sin cambios
fori=N:-1:1
c1=B(i+1,(1:i)+1);
c2=B(i+1,1:i);
B(i,1:1)=[q* c1+(1 -g)*c2]/a;
for j=1:1:i
if A(i,j)>=KoU, B(i,j)=0;end;
end
end
fori=N:-1:1
c1=C(i+1,(1:)+1);
c2=C(i+1,1:0);
C(@i,1:)=[g* c1+(1 -g)*c2]/a;
for j=1:1:i-1
if A(i,j+1)>=KoU & A(i,j)<=KoU
C(1.1)=B(i.j)*(KoU-A(i,j))/(A(i,j+1)-A(i.));
elseif A(i,j)>=KoU
C(i.))=0;
end;
end
end
c=C(1,1);
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tiempoMaqg=toc()
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Apéndice 9. Codigo de MatLab y SciLab del Método BTT para obtener
el valor de una opcion con barrera up-and-out, donde el subyacente
es una accion que no paga dividendos

El codigo en MatLab y SciLab para valuar una opcién up-and-out, donde el
subyacente es una accion que no paga dividendos, por medio del modelo BTT se

muestra a continuacion.

En MatLab:

function [bbtt, tiempoMaq] = bBTT(S,K,KoU,T,r,sigma,N) %KoU.- Knock out CALL
% Obtiene el precio de una opcion barrera "knock out"

%Fuente: The Bino-trinomial Tree: A Simple Model for Efficient and Accurate
%Option Pricing, Dai y Lyuu (2010)

T1=tic;

dt = T/N;

A = zeros(N+2,N+2);

B = zeros(N+2,N+2);

C = zeros(N+1,N+1);

H = zeros(N+2,4);

Nodos=zeros(3,3);

Restricciones=zeros(3,1);

cl=zeros(1,N+1);

c2=zeros(1,N+1);

a = exp(r *dt);

u = exp(sigma* sqrt(dt));

d=1/u;

g = (a*u-1)/(u"2-1);

m=(r-(sigma”2)/2)*dt;  %primer momento

var=dt*(sigma”2); %segundo momento

linf_vec=m-sigma*sqrt(dt); %genera el limite inferior de la vecindad de "B"
Isup_vec=m+sigma*sqrt(dt); %ogenera el limite superior de la vecindad de "B"

h=log(KoU/S); %The SS-log-prices of the KoU barrier
entero=(N+2-mod(N+2,2))/2;
impar=mod(N-1,2); %]1.- si es impar, 0.- si es par
H(:,1)=(1:N+2)"
if impar==
H(:,2)=(-entero:entero)";
else

H(:,2)=(-entero+1:entero)",
end
H(:,3)=h+(2*H(:,2)+impar)*sigma*sqrt(dt);
H(:,4)=linf_vec<=H(:,3)&Isup_vec>H(:,3);
b S log_p=H(find(H(;,4)==1),3);
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Nodo B=S*exp(b_S log_p);
Nodo_A=S*exp(b_S log_ p+2*sigma*sqrt(dt));
Nodo_C=S*exp(b_S_log_p-2*sigma*sqrt(dt));
S _Prima=Nodo_A*d"2; %Valor virtual del precio del subyacente con
%el arbol completo (sin truncar)
% Genera matriz de precios
for i=1:1:N+2
A(i,1:1)=S_Prima*(u.™(0:i-1)).*d."abs((0:i-1)-i+1);
end
% Genera matriz de precios dentro de la barrera superior; se divide s6lo como
medida control
for i=1:1:N+2
for j=1:1:i
if A(i,j)>=KoU, A(i,j)=0;end;
end
end
% Genera matriz de valor de la opcién para cada nodo
%Pay off
B(N + 2,:) = max(A(N + 2,:)-K,0);

% Nodos intermedios
fori=N+1:-1: 1
c1=B(i+1,(1:1)+1);
c2=B(i+1,1:i);
B(i,1:))=[q* c1+(1 -q)*c2]/a;
for j=1:1:i
if A(i,j)==0, B(i,j)=0;end;
end
end

%Obtencion de probabilidades de los nodos A, B, y C véase pg 11 de bBTT
beta=b_S log_p-m; %beta

alfa=beta+2*sigma*sqrt(dt); %alfa
gamma=Dbeta-2*sigma*sqrt(dt); %ogamma

%Nodos(1,1)=alfa; Nodos(1,2)=beta; Nodos(1,3)=gamma;
%Nodos(2,1)=alfa"2; Nodos(2,2)=beta”2; Nodos(2,3)=gamma”2;
%Nodos(3,:)=1;

Nodos(1,1)=gamma; Nodos(1,2)=beta; Nodos(1,3)=alfa;
Nodos(2,1)=gamma”2; Nodos(2,2)=beta”2; Nodos(2,3)=alfa”2;
Nodos(3,:)=1,;

Restricciones(1,1)=0;

Restricciones(2,1)=var;

Restricciones(3,1)=1;

P=Nodos\Restricciones;

bbtt=B(3,1:3)*P/a;
tiempoMaqg=toc(T1);
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En SciLab:

function [bbtt, tiempoMaq] = bBTT(S,K,KoU,T,r,sigma,N) //KoU.- Knock out CALL
/I Obtiene el precio de una opcién barrera "knock out"
/[Fuente: The Bino-trinomial Tree: A Simple Model for Efficient and Accurate
//Option Pricing, Dai y Lyuu (2010)
tic()
dt = T/N;
A = zeros(N+2,N+2);
B = zeros(N+2,N+2);
C = zeros(N+1,N+1);
H = zeros(N+2,4);
Nodos=zeros(3,3);
Restricciones=zeros(3,1);
cl=zeros(1,N+1);
c2=zeros(1,N+1);
a = exp(r *dt);
u = exp(sigma* sqrt(dt));
d=1/u;
g=(a*u-1)/(u"2-1);
m=(r-(sigma”*2)/2)*dt;  //primer momento
var=dt*(sigma”2); /[segundo momento
linf_vec=m-sigma*sqrt(dt); //genera el limite inferior de la vecindad de "B"
Isup_vec=m+sigma*sqrt(dt); /genera el limite superior de la vecindad de "B"
h=log(KoU/S); /[The SS-log-prices of the KoU barrier
entero=(N+2-modulo(N+2,2))/2;
impar=modulo(N-1,2); /11.- si es impar, O.- si es par
H(:,1)=(1:N+2)";
if impar==
H(:,2)=(-entero:entero);
else
H(:,2)=(-entero+1.entero)’;
end
H(:,3)=h+(2*H(:,2)+impar)*sigma*sqrt(dt);
H(:,4)=linf_vec<=H(:,3)&Isup_vec>H(:,3);
b S log p=H(find(H(:,4)==1),3);
Nodo_B=S*exp(b_S log_p);
Nodo_A=S*exp(b_S log_p+2*sigma*sqrt(dt));
Nodo_C=S*exp(b_S_log_p-2*sigma*sqrt(dt));
S_Prima=Nodo_A*d"2; /Valor virtual del precio del subyacente con
/lel arbol completo (sin truncar)
/I Genera matriz de precios
for i=1:1:N+2
A(i,1:1)=S_Prima*(u.”(0:i-1)).*d.~abs((0:i-1)-i+1);
end
/I Correccion a los precios por errores de redondeo
//StepKoU=log(KoU/Nodo_B)/log(u);
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/IhelperKoU=0
/ffor i=StepKoU+1:2:N+2
/l A(i,StepKoU+1+helperKoU)=KoU,;
Il helperKoU=helperKoU+1;
/lend
/I Genera matriz de precios dentro de la barrera superior; se divide s6lo como
medida control
for i=1:1:N+2

for j=1:1:i

if A(i,j)>=KoU, A(i,})=0;end;

end
end
/I Genera matriz de valor de la opcion para cada nodo
//Pay off
B(N + 2,:) = max(A(N + 2,:)-K,0);

/[ Nodos intermedios
fori=N+1:-1: 1
c1=B(i+1,(1:1)+1);
c2=B(i+1,1:i);
B(i,1:))=[q* c1+(1 -q)*c2]/a;
for j=1:1:i
if A(i,j)==0, B(i,j)=0;end;
end
end

//Obtencién de probabilidades de los nodos A, B,y C véase pg 11 de bBTT
beta=b_S log_p-m; //beta

alfa=beta+2*sigma*sqrt(dt); //alfa
gamma=beta-2*sigma*sqrt(dt); /gamma

//INodos(1,1)=alfa; Nodos(1,2)=beta; Nodos(1,3)=gamma;
//INodos(2,1)=alfa”2; Nodos(2,2)=beta”2; Nodos(2,3)=gamma’2;
//INodos(3,:)=1;

Nodos(1,1)=gamma; Nodos(1,2)=beta; Nodos(1,3)=alfa;
Nodos(2,1)=gamma”2; Nodos(2,2)=beta”2; Nodos(2,3)=alfa’2;
Nodos(3,:)=1,;

Restricciones(1,1)=0;

Restricciones(2,1)=var;

Restricciones(3,1)=1;

P=Nodos\Restricciones;

bbtt=B(3,1:3)*P/a;

tiempoMaqg=toc()
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Apéndice 10. Resultados obtenidos al usar arboles tipo CRR y BTT
para una opcion de compra up-and-out tipo europea, con pasos
entre el intervalo de 1800 a 2000

En las figura siguiente se muestra, graficamente, los resultados al valuar una
opcion de compra up-and-out, para pasos en el intervalo de 3001 3100; por medio
de los modelos CRR y BTT. Noétese el comportamiento acotado de las
estimaciones de CRR por el método BTT.

Figura A10.1 Resultados obtenidos al usar arboles tipo CRR y BTT para

una opcion de compra up-and-out tipo europea, con pasos entre el intervalo
de 1800 a 2000
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Fuente: Day y Lyuu (2010).
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Apéndice 11. Errores absolutos generados por los Métodos CRR,
Derman y BTT para 500, 1000, 1250, 1500, 1750, 2000 y 2100 pasos

Los correspondientes errores absolutos para numero de pasos iguales a 500,
1000, 1250, 1500, 1750, 2000 y 2100 generados por los métodos CRR, BTT y
Derman al valuar una opcion con precié del subyacente inicial a 100, precio de
ejercicio de 100, barrera superior de 125, volatilidad del 20%, tasa libre de riesgo
del 10% y plazo residual de un afio se muestra el cuadro siguiente:

Cuadro Al1l1.1 Tiempo computacional, en segundos, errores absolutos, MAE y
RMSE generados al valuar una opcién up-and-out con las siguientes
caracteristicas: S= 100, K= 100, barrera de 125, T=1, r= 0.1, o = 0.20; por medio
de los métodos CRR, Derman y BTT, variando el nUmero de pasos iguales a 500,
1000, 1250, 1500, 1750, 2000 y 2100.

N Tiempo Error Error"2
CRR Derman BTT CRR Derman BTT CRR Derman BTT
500 | 0.281 0.483 | 0.483 | 0.013559 | 0.000305 | 0.009827 | 0.000184 | 9.31x10° | 9.656X10”
1000 1.107 1.919 1.42 | 0.129956 | 0.000301 | 0.177954 | 0.016889 | 9.07x10° | 0.0316678
1250 1.732 2.995 | 2.231 ] 0.088336 | 0.001038 | 0.004421 | 0.007803 | 1.08x10° [ 1.955X10”
1500 | 2.496 4.337 | 3.198 | 0.118233 | 0.000652 0.0004 [ 0.013979 | 4.25x10”" | 1.602X10”
1750 | 3.432 5.896 | 4.352 | 0.046897 | 0.000892 | 0.000318 | 0.002199 | 7.96x10" | 1.011X10"
2000 | 4.493 7.769 | 5.632 [ 0.009912 | 0.003291 | 0.003692 | 9.83x10° | 1.08x10” | 1.363X10~
2100 4.93 8.549 | 6.193 | 0.111535 | 0.00082 | 0.134031 | 0.01244 | 6.73x10" | 0.0179644
MAE 0.129956 | 0.003291 | 0.177954
RMSE | 0.087499 | 0.001414 | 0.084314

Fuente: Elaboracion propia.

En el cuadro anterior, se puede observar que el Método Derman es el que
presento el menor MAE, seguido por CRR y al ultimo el método basado en arboles

bino-trinomiales.
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Apéndice 12. Codigo de MatLab y SciLab para el Método Monte Carlo

El codigo en MatLab y SciLab para valuar una opcién up-and-out, donde el
subyacente es una accion que no paga dividendos, por medio del Método Monte

Carlo se muestra a continuacion.

En MatLab:

function [c,c1, CI,T1, T2]= MMC(S,K,KoU,T,r,sigma,N,NRepl)
%ONbtiene el precio de una opcion up-and-dow tipo europeo, donde:
% S.- Es el precio inicial del activo subyacente
% K.- Es el precio de ejercicio
% KoU.-Es la barrera simple
% T.- Es el tiempo de vida de la opcién
% r.- Es latasa libre de riesgo
% sigma.- Es la volatilidad del tipo de cambio
% N.- Se utiliza para indicar cuantas veces se debe revisar si el precio
% ha cruzado la barrera
% NRepl=Es el nUmero de simulaciones
%Fuente: Brandimarte, Paolo (2002). Numerical Methods in Finance and
% Economics: a MatLab-based Introduction.
T1=tic;
Payoff=zeros(NRepl,1);
NCrossed=0;
for i=1:1:NRepl
Path=AssetPaths(S,r,sigma,T,N,1);
crossed=any(Path>=KoU);
if crossed==0
Payoff(i)=max(0,Path(N+1)-K);
else
Payoff(i)=0;
NCrossed=NCrossed+1;
end
end
c=sum(exp(-r*T)*Payoff)/NRepl;
[c1, aux,Cl]l=normfit(exp(-r*T)*Payoff);

T2=toc(T1);
end
En Scilab:
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function c= MMC(S,K,KoU,T,r,sigma,N,NRepl)
//Obtiene el precio de una opcién up-and-dow tipo europeo, donde:
Il S.- Es el precio inicial del activo subyacente
Il K.- Es el precio de ejercicio
/I KoU.-Es la barrera simple
I/l T.- Es el tiempo de vida de la opcion
/I r.- Es la tasa libre de riesgo
/I sigma.- Es la volatilidad del tipo de cambio
/I N.- Se utiliza para indicar cuantas veces se debe revisar si el precio
Il ha cruzado la barrera
/I NRepl=Es el nimero de simulaciones
/[Fuente: Brandimarte, Paolo (2002). Numerical Methods in Finance and
1l Economics: a MatLab-based Introduction.
Payoff=zeros(NRepl,1);
NCrossed=0;
for i=1:1:NRepl
Path=AssetPaths(S,r,sigma,T,N,1);
crossed=or(Path>=KoU);
if ~crossed
Payoff(i)=max(0,Path(N+1)-K);
else
Payoff(i)=0;
NCrossed=NCrossed+1,;
end
end
c=sum(exp(-r*T)*Payoff)/NRepl;
endfunction
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Apéndice 13. Codigo de MatLab y SciLab para el Método Monte Carlo
Condicional

El cédigo en MatLab y SciLab para valuar una opcién up-and-out, donde el
subyacente es una accion que no paga dividendos, por medio del Método Monte

Carlo Condicional se muestra a continuacion.

En MatLab:

function [StockVals, Times,T1, T2]=
Previo MMC_Cond(S,K,KoU,T,r,sigma,N,NRepl)
%Obtiene el precio de una opcion up-and-dow tipo europeo, donde:
% S.- Es el precio inicial del activo subyacente
% K.- Es el precio de ejercicio
% KoU.-Es la barrera simple
% T.- Es el tiempo de vida de la opcion
% r.- Es latasa libre de riesgo
% sigma.- Es la volatilidad del tipo de cambio
% N.- Se utiliza para indicar cuantas veces se debe revisar si el precio
% ha cruzado la barrera
% NRepl=Es el numero de simulaciones
%Fuente: Brandimarte, Paolo (2002). Numerical Methods in Finance and
% Economics: a MatLab-based Introduction.
T1=tic;
dt=T/N;
[Call, Put]=blsprice(S,K,r,T,sigma);
%Generate asset paths and payoffs for the up-and-out option
NCrossed=0;
Payoff=zeros(NRepl,1);
Times=zeros(NRepl,1);
StockVals=zeros(NRepl,1);
for i=1:1:NRepl
Path=AssetPaths(S,r,sigma,T,N,1);
tcrossed=min(find(Path>=KoU));
if not(isempty(tcrossed))
NCrossed=NCrossed+1;
Times(NCrossed)=(tcrossed-1)*dt;
StockVals(NCrossed)=Path(tcrossed);
end
end
% if NCrossed>0
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% [Caux, Paux]=blsprice(StockVals(1:NCrossed),K,r,T-
Times(1:NCrossed),sigma);

%  Payoff(1:NCrossed)=exp(-r*Times(1:NCrossed)).*Caux;
%end

[Cdo, aux, Cl]=normfit(Call-Payoff);
%c=sum(exp(-r*T)*Payoff)/NRepl;
%c=sum(Call-Payoff)/NRepl;

T2=toc(T1);
end

En SciLab:

function [c, tiempoMag]= MMC_Cond(S,K,KoU,T,r,sigma,N,NRepl)
//Obtiene el precio de una opcidn up-and-dow tipo europeo, donde:
Il S.- Es el precio inicial del activo subyacente
Il K.- Es el precio de ejercicio
/I KoU.-Es la barrera simple
/I T.- Es el tiempo de vida de la opcién
/I r.- Es la tasa libre de riesgo
/I sigma.- Es la volatilidad del tipo de cambio
/I N.- Se utiliza para indicar cuantas veces se debe revisar si el precio
1 ha cruzado la barrera
/I NRepl=Es el nimero de simulaciones
/[Fuente: Brandimarte, Paolo (2002). Numerical Methods in Finance and
Il Economics: a MatLab-based Introduction.
tic();
dt=T/N;
[Call, Put]=BSM1973_V(S,K,T,r,sigma);
//Generate asset paths and payoffs for the up-and-out option
NCrossed=0;
Payoff=zeros(NRepl,1);
Times=zeros(NRepl,1);
StockVals=zeros(NRepl,1);
for i=1:1:NRepl
Path=AssetPaths(S,r,sigma,T,N,1);
tcrossed=min(find(Path>=KoU));
if ~(isempty(tcrossed))
NCrossed=NCrossed+1;
Times(NCrossed)=(tcrossed-1)*dt;
StockVals(NCrossed)=Path(tcrossed);
end
end
if NCrossed>0
[Caux, Paux]=BSM1973_V(StockVals(1:NCrossed),K,r,T-
Times(1:NCrossed),sigma);
Payoff(1:NCrossed)=exp(-r*Times(1:NCrossed)).*Caux;
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end
//[Cdo, aux, Cl]=normfit(Call-Payoff);
llc=sum(exp(-r*T)*Payoff)/NRepl;
c=sum(Call-Payoff)/NRepl;
tiempoMag=toc();

endfunction
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Apéndice 14. Contorno de la variabilidad de los errores absolutos
ante cambios en el precio inicial del activo subyacente, el tiempo de
maduracion y de la barrera superior en una opcion up-and-out
utilizando el Método BTT y el Método Derman

En las siguientes figuras se muestran los contornos de la variabilidad de los
errores en los precios para una opcion up-and-out de compra, tipo europeo; con
diferentes precios iniciales del subyacente y diversos tiempos de maduracion, con
una volatilidad del 20%, precio de ejercicio de 100, modificando el precio de la
barrera; considerando los métodos BTT y Derman.

Figura A14.1 Contorno de la variabilidad de los errores absolutos ante cambios en
el precio inicial del activo subyacente y en el tiempo de maduracién de la opcién up-

and-out utilizando el método BTT y una barrera de 105.

11

0.7 &  =2.00E-02-2.50E-02
- § ® 1.50E-02-2.00E-02

= 1.00E-02-1.50E-02
0.5 u 5.00E-03-1.00E-02
0.4 u 0.00E+00-5.00E-03

gmomomcmomomom

Precio inicial del activo subyacente

Fuente: Elaboracidn propia.
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Figura Al14.2 Contorno de la variabilidad de los errores absolutos ante cambios en
el precio inicial del activo subyacente y en el tiempo de maduracién de la opcién up-

and-out utilizando el método BTT y una barrera de 110.

m6.00E-02-8.00E-02
= 4.00E-02-6.00E-02
m2.00E-02-4.00E-02
= (0.00E+00-2.00E-02

Precio inicial del activo subyacente

Fuente: Elaboracidn propia.

Figura Al4. 3 Contorno de la variabilidad de los errores absolutos ante cambios en
el precio inicial del activo subyacente y en el tiempo de maduracion de la opcién up-

and-out utilizando el método BTT y una barrera de 115.
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Fuente: Elaboracion propia.
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Figura Al4.4 Contorno de la variabilidad de los errores absolutos ante cambios en

el precio inicial del activo subyacente y en el tiempo de maduracién de la opcién up-

and-out utilizando el método BTT y una barrera de 120.

= 2.00E-01-2.50E-01
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Fuente: Elaboracidn propia.

Figura A14.5 Contorno de la variabilidad de los errores absolutos ante cambios en
el precio inicial del activo subyacente y en el tiempo de maduracion de la opcién up-

and-out utilizando el Método Derman y una barrera de 105.
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Fuente: Elaboracidn propia.
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Figura A14.6 Contorno de la variabilidad de los errores absolutos ante cambios en
el precio inicial del activo subyacente y en el tiempo de maduracién de la opcién up-

and-out utilizando el Método Derman y una barrera de 110.

u 6.00E-02-8.00E-02
= 4.00E-02-6.00E-02
m2.00E-02-4.00E-02
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Fuente: Elaboracidn propia.

Figura Al4.7 Contorno de la variabilidad de los errores absolutos ante cambios en
el precio inicial del activo subyacente y en el tiempo de maduracion de la opcién up-

and-out utilizando el Método Derman y una barrera de 115.
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Fuente: Elaboracidn propia.
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Figura A14.8 Contorno de la variabilidad de los errores absolutos ante cambios en

el precio inicial del activo subyacente y en el tiempo de maduracién de la opcién up-

and-out utilizando el Método Derman y una barrera de 120.
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Fuente: Elaboracidn propia.
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